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1 INTRODUCAO

Um dos papeis fundamentais do engenheiro consisteuscar metodologias que
melhorem o processo de projeto e obtenham resgltadais eficientes. A sistematica
tradicional de projeto de estruturas consiste enprotesso de tentativa e erro cuja eficiéncia
depende da experiéncia, do conhecimento e da &utudo projetista. Ainda assim, ndo ha
garantias de que a melhor solucdo esteja entreaasiadas. Para fazer frente ao desafio de
encontrar a melhor solugcdo para um problema, sungiucampo de pesquisa denominado
otimizacdo estrutural, que lanca méo de técnicakeméicas para encontrar a melhor
configuracdo de um grupo de variaveis denominadi@veis de projetq escolhido entre os
parametros de projeto e assim obter a solu¢do 08&m métodos geralmente iterativos onde
se procura garantir que a cada tentativa se tanbasolucdo melhor que a anterior.

O critério matemético que mede a qualidade de cswlacdo avaliada é
denominado fungdo objetivo. Trata-se, portando, de um problema de extremizaca
(maximizacdo ou minimizacao) que pode ser resolemn uso de teorias matematicas. Na
engenharia de estruturas, a funcdo objetivo popeessar custo, volume ou grandezas como
a flexibilidade, nesse caso expressa em termoséihanda estrutura. Além disso, existem
também critérios de projeto que devem ser obedgcidopostos pelasestricbes As
configuracdes das variaveis de projeto que atendemestricbes sdo chamadas solucbes
viaveis e seu conjunto forma a regido viavel dablgnma. As restricbes mais comuns em
problemas de engenharia estrutural sédo as equdeGesuilibrio, os limites de utilizacdo, os
limites de resisténcia e os limites impostos dintiate as variaveis de projeto.

A nomenclatura dos campos de aplicacdo das téciécaimizacdo de estruturas
varia de acordo com o tipo de variavel de projemado e a fase da cadeia de projeto sobre a

qual atua. Os tipos de otimizagdo mais frequentemerados na literatura (BENDSQE;

! Orientanda
2 Orientadora

Revisado pelo orientador.



SIGMUND, 2003) séo: otimizacdo de parametros, atigdo de forma e otimizacdo de
topologia. Aotimizacdo de pardmetrosbusca valores 6timos para determinados parametros
de projeto, sejam eles caracteristicas geométripagriedades dos materiais, forca de
protensao etc. Nesse tipo de otimizacdo, o dondimiestrutura € fixo, ou seja, a topologia da
estrutura esta definida antes de se comecar ogs@ck otimizac&o. E aplicado, portanto, as
etapas finais da cadeia de projeto, onde se aplicaénios de resisténcia e de utilizacdo. A
otimizacdo de formabusca a melhor forma do contorno da estrutura wagaaveis sdo as
proprias coordenadas dos pontos que o definem.eN@g33 de otimizacdo, a topologia
também esta definida. Esse tipo de otimizacdo agkcas fases intermediarias da cadeia de
projeto, pois ndo sao verificados critérios destésicia. J& atimizacdo de topologia(OT)

visa obter a melhor distribuicdo de material em wempdo do espaco, resultando ao final na
estrutura que melhor satisfaz um determinado witérregido do espaco na qual o material
pode ser distribuido é denominada dominio estendidm ela se aplica uma malha de
elementos finitos para a obtencdo de deslocameA®gegides cheias e vazias surgem
naturalmente do processo, assim como a conectwidis elementos (Figura 1), sendo

indicada para as fases iniciais de um projetoefa para a fase de concepcéao estrutural.

(a) (b) (©)
Figura 1. Processo de otimizacéo de topologiaDistyibuicéo inicial de material uniforme

em todo o dominio estendido; (b) Fase intermeddoiprocesso; (c) Solucao final.

O desenvolvimento dos métodos e das aplicacdeslde i®lativamente recente.
Trata-se de um campo de pesquisa promissor e catoshioblemas ainda em aberto. No
campo das aplicagbes a técnica desperta interesseed industrial como ferramenta de
auxilio no projeto de componentes estruturais eusé@alas principalmente na producao de
componentes na industria automobilistica, aerogdpadiomecéanica. Na engenharia civil,
encontra aplica¢des na industria de componentedesenvolvimento de modelos de bielas e
tirantes para estruturas de concreto, na indldrizonstrucdo metalica etc.

A maioria dos trabalhos académicos em OT refeeagdicacdes planas (2D). No

entanto, a maioria dos problemas praticos sao agbles tridimensionais (3D). Assim, a



extensdo das aplicagbes existentes em 2D para B8itao um campo de grande interesse
tanto do ponto de vista académico como para atnaus

2 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho € elaborar deneamenta auxiliar para a fase
de concepgédo estrutural em estruturas tridimensiof@D), usando o0s conceitos de
otimizacdo de topologia. Como objetivo secundarestudam-se as diferencas de
comportamento entre diferentes consideracbes deagid de carga e de condicbes de
contorno em problemas tridimensionais.

O trabalho é uma aplicacdo do cédigo educacié@dines, desenvolvido por
Sigmund (2001), para estruturas 2D, o qual foileadp e adaptado para estruturas 3D..

3 METODOLOGIA

A metodologia utilizada neste trabalho envolve acwitizacdo do dominio
estendido de volum¥, por um método numeérico de andlise estrutural,aso © Método dos
Elementos Finitos (MEF). A cada elemento fing@tribui-se uma quantidade de material
representada pela densidade relativa. No processdirdizacédo, as variaveis de projeto sao
as densidades associadas aos elememgsas quais podem variar entre 0 (zero),
representando auséncia de material, e 1 (um),semi@ndo material sdlido.

O problema de OT estudado neste trabalho visa amzac¢ao da rigidez da
estrutura. O problema de otimizacdo tem a formasgmtada em (1), cuja fungéo objetivo é a
flexibilidade média de estrutura. As restricdespdablema séo: as equacgdes de equilibrio; a

condicdo de manutencéo de volume constante; esigdes laterais das variaveis de projeto.

Obter p

Queminimiza c(p)=U" K U
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Onde:p é o vetor que contém as densidades associadadeausnts;c € a flexibilidade

média da estruturdj € o vetor de deslocamentos nodais da estrutugaa matriz de rigidez

da estruturafF € o vetor forcas nodais aplicadads¢ o volume total de materiall, € o



volume do dominio estendidbé a fracdo de volume prescrita pelo projetisiasie€ o valor
minimo de densidade relativa, adotado para evi@al@mas de singularidade na matriz de

rigidez na analise pelo MEF. Neste trabalho, adeta-valor 0,001 pai@in.

3.1 O modelo SIMP de distribuicdo de material

Na formulacdo matematica de OT € necessario assogaantidade de material
em ponto qualquer da estrutura as suas propriediatzs que influem na rigidez. Para tanto,
utiliza-se o modelo de distribuicdo de densidadsdecido como modelo SIMP (do inglés
Solid Isotropic Material with Penalization) (BENS@E, 198%pud SIGMUND, 2007). O
modelo associa 0 modulo de elasticiddtlelo material com densidade ao modulo de
elasticidade do material sélid, conforme mostrado em (2). O modelo emprega uan €
penalizacd@ que evita que valores intermediarios de densidapasecam na solucéo final,

resultando em estruturas na forma de vazio-solieb) .

E:pp EO (2

3.2  Andlise pelo método dos elementos finitos

O método de analise utilizado para elaboracdo dogaes é o método dos
elementos finitos (MEF), um método numérico queobsolucdes aproximadas e discretas.
A relacéo entre tensdese deformacdes em qualquer ponto da estrutura pode

ser representada matricialmente como em (3).
c=-Ec¢ 3

Nas estruturas 3D representadas no sistema deet@olas cartesianxyz, 0os
vetores das tensbes e das deformacdes tém a fopneseatada em (4) e (5) em sua forma
transposta, enquanto a matriz constitutiva elasticaé apresentada em (6). As tensdes
normais sao representadas ppas tensdes cisalhantes ppas deformacdes normais poe
as deformacgdes transversais po© coeficiente de Poissane do modulo de elasticidade
representam as propriedades mecanicas do material.

As analises 2D apresentadas neste trabalho adregitmo plano de tensédo, onde
as tensoes fora do plarpe as deformacdes cisalhantes fora deste planoutda
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A relacéo de compatibilidade é representada malimeinte em (7). O vetaré o
deslocamento de qualquer ponto da estrutura, cof@ponentes sao as translacies e w
nas direcOes dos eixos cartesiampy e z, respectivamente. A expressdo (8) representa a

matriz dos operadores diferenciaisaqui representada em sua forma transposta.

g=1u (7)
9 0 9 o 9
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o'={0 — 9 9 0 (8)
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A analise via MEF baseia-se na representacdo dpat@amento no interior do
elemento a partir do comportamento em pontos detados (nds). Em termos de
deslocamentos, essa representacdo € dada porn@@,Noé a matriz das funcbes de

interpolacdo do elemento,(e o vetor dos deslocamentos dos nés do elemento.
u=NQ 9)

Substituindo-se (9) em (7) obtém-se a relacdo dmpatibilidade nodal

apresentada em (10), cdBrdefinida em (11).
¢e=Bd (20)

B=0ON (11)



Substituindo-se a equacdo do modelo SIMP (2) eme@@)yeve-se a matriz
constitutiva elastica do material com densidademdungdo da matriz constitutiva eldstica co
material sélidoEo. Assim, a matriz de rigidez do elemento pode serita em funcdo da

matriz de rigidez do elemento solikB. como em (12).

k,=p."[BTE,BaV = pf ko, (12)
\%

A matriz de rigidez da estrutura € obtida pela mgem das matrizes dos
elementos, como em (13). Resolvendo o sistema dacéqs algébricas lineares (14),
obtém-se o vetor de deslocamentos nodais da estthilPara cada elemens o vetor de

deslocamentosi, € um subconjunto dé.

K => kO, (13)

33 Sensibilidade

A funcéo objetivo do problema analisado neste thabé a flexibilidade média da
estrutura. Substituindo-se (13) na funcéo objedivgroblema (1), tem-se:

cp.)=> p." 0, ko, G, (15)

Os métodos utilizados na solugcdo de problemas meizatdo demandam o
calculo da sensibilidade da funcéo objetivo e daficdes em relacdo as variaveis de projeto.
No caso do problema de OT (1) as condi¢cOes deibdail(14) representam uma restricdo
indireta, que néo é utilizada de forma explicitk @dgoritmo de otimizacdo. A sensibilidade
da restricdo de volume constante e das restrigfesis € trivial. No célculo da sensibilidade

da funcéo objetivo, deve-se considerar que os cislentost, sdo obtidos a partir da
equacao de equilibrio (14) e que sofrem influémtaa variaveis de projetpe. Assim, a
sensibilidade da funcdo objeticcem relacéo a variavel de projetgé apresentada em (16).
Mais informacdes podem ser obtidas em (BENDS@EMRIGD, 2003).

% b ot uTkO,u, (16)
0p, ¢



34 Problemas de instabilidade numérica em O

As solucdes de OT usando o modelo S associad ao MEF esté sujeitas a
instabilidades numéricas que tornam insatisfatbo®sesultados. Os principais probler
sao: asolucdes entabuleiro de xadrez, que cria padrdes que alternam elementos vaz
sélidos (Figura 2a); asolugbes em ilhe que isolam regides de material em meio a reg
vazias sem conexao entre as partes de materiairé 2b); e adependéncia de malhe, onde
uma melhor discretizd@ da malha de elementos finitos resulta em unratest cada ve

mais detalhada, ao invés de apresentar uma medfinigdio dos contornos (Figu 2c e 2d).

(d)
Figura2. Problemas de instabilidade numérica Tabuleiro dadlamas; (k Solucdo em ilhas;

(c) Dependéncia de malhaelugdo com malha de 240x40 elementos (TRALDI, 2(
(d) Dependéncia de malhaselu¢cdo com malha de 180x30 elementos (TRALDI, 2

O desenvolvimento de métodos de regularizacdo pawatrolar esss
instabilidades é um os problemas em aberto da @fddos abordado por varios auto
(GUEST; PREVOST; BELYTCHKO, 2004, SIGMUND, 2007 €.MEIDA; PAULINO;
SILVA, 2010). A maioria dos esquemas de regulaéimagdo heuristicos e envolvem alg
tipo de corregd do campo de densidades ou do campo de sendgiledidairavés de un
média ponderada dos seus val em uma vizinhanga do elemento.

O métodode controle de instabilidac mais difundido é o filtro de sensildade
de Sigmund (SIGMUND2001), que corriga sensibilidade da funcéo objetivo ¢c em relag
densidade ri utilizando as densidades dos elementosalizadosdentro da regido esfperi

(no caso 3D) ou circular (no caso 2D). A sensihdiel corrigida é dada por (1

oc 1 N oc
=——2Hp 17)
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Com:

H. =r,,—dist(,]j),

J

{f ON|dist(, ) 1 hi =1...N (18)

Onde:i € o indice do elemento que se deseja corrigir ailsédade;j é o indice de cada
elemento dentroalregido atingida pe filtro na vizinhanca do elemento de indi; pé a
densidade dos elementosm indicsi ej; N € o numero de elementos finitos da maH; é o
operador de convolugdo de cada elemento com ij, definido em (18 dist(ef) a distancia
entre o centro do elemerg@ o centro do elemenf; erqi, € 0 raio do domini

A Figura3 apresenta asolucdes obtidas com e sem a aplicacdo do filtr

sensibilidade de Sigmund.

(b)

Figura 3 Solucéo de 60X20 element: (a) sem filtro (tabuleiro de xadr¢;, e (b) com filtro.

3.5 Topicos da mplementacédo computacions

As solucdes pelo MEF utilizam dois sistemas de mag@» dos nos da estrutu
um global, de toda a estrutura, e outro local, atarestico do elementiNa implementacéo
computacional realizadaeste trabalho numem-se os ndés na sequéncia apresentad:

Figura 4: primeiro numerarse 0s nos do eixz, depois do eixg e, por ultimo do eixx.
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Figura 4. Numeracagdos nds dastrutura.



Neste trabalho, os elementos utilizados nas as&iBesao quadrados, enquanto
os utilizados nas analises 3D sdo cubos, ambosmknsides unitarias. As Figuras 5% e 5b

representam a numeracao local dos nos nas esgr@idra 3D, respectivamente.

n n
° ‘ Ns Ng

(a) (b)
Figura 5. Numeracao local de nos dos elementognedD; e (b) em 3D.

Os graus de liberdade tanto no elemento como natwst sdo numerados
seguindo a numeracao dos nos e, para 0 no, segaimtdem dos eixos cartesianos. As
Figuras 62 e 6b representam os graus de liberdadelethento segundo a numeracédo da

estrutura nos dados 2D e 3D, respectivamente.

2n1 2n2
T 1 ona
A 2N,
2n,-1 1 2n,-1
&—> >

(a) (b)
Figura 6. Numeracao dos graus de liberdade dosekast (a) em 2D;e (b) em 3D.

A analise da estrutura pelo MEF € uma etapa doiatgmde OT. Seu objetivo &
a obtencdo do vetor deslocamento da estrutur@igura 7) que é usado em seguida no
calculo da flexibilidade média da estrutura. AuUfgg7 mostra o fluxo de procedimentos

dessa analise.



A solucéo do problema de otimizacdo € essenciabnantprocesso iterativo que
envolve o célculo da fungéo objetivo e verificag@s restrices, o calculo das sensibilidades
e a obtencado das novas variaveis de projeto usamndmétodo de otimizacdo e a verificacao
da convergéncia. No caso de OT o calculo da fulthetivo é precedido pela analise da
estrutura via MEF e a analise de sensibilidadecédida pela correcdo das sensibilidades
com o filtro de Sigmund. O fluxograma do process®d € apresentado na Figura 8.
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Figura 7. Etapas da Analise de MEF.
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4 RESULTADOS

Os exemplos de aplicagdo apresentados nesse trabadlam validar a
implementacdo, comparar as solucbes obtidas em AD @ explorar as diferencas de
solucbes 3D devido a variacdes de carregamentdolios os exemplos adotou-se fracdo de
volume de 50%, fator de penalidade 3 e raio mimigo1,5. As propriedades mecanicas sao:
modulo de elasticidade do material sélido unit&iooeficiente de Poisson 0,3. Ressalta-se
que, embora grandezas como carga e modulo deciladié modifiquem o valor da

flexibilidade, eles néo interferem na disposicaondeerial da solucao final.

41 Exemplo 1

A primeira aplicacdo analisada neste trabalho &a MBB, o primeiro caso de
aplicacao pratica de OT. Trata-se da viga de siagt@o do piso da area de passageiros de
avides comerciais, com relacdo de aspecto 6:1seqpiada na Figura 9. O dominio estendido

foi discretizado em uma malha de elementos fird®420 x 20 elementos.

lz

20

12(
Figura 9. Exemplo 1.

A Figura 10 apresenta os resultados obtidos em dyaesentacdes de cores, a
tradicional apresentada na maior parte dos trabalhditeratura, cartela de cores variando de
branco (vazio) a preto (sélido), e a adotada nalsathos de Guest, Prevost e Belytchko
(2004) e de Almeida, Paulino e Silva (2010), entetarde cores variando de azul (vazio) a
vermelho (sélido). A representacdo azul — vermekonite a melhor visualizacao de regides
com densidades intermediérias (em torno de 0,%canada na representacdo branco — preto.

Assim, nas analises seguintes as solucfes sa@afa@as na representacéo azul — vermelho.
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Figura 10. Visualizacao dos resultados em difesecdigtelas de cores: (a) cartela de cores

(b)

branco — preto; (b) cartela de cores azul — vermelh

4.2 Exemplo 2

A segunda aplicacdo analisada é uma viga engastadana extremidade e livre
na outra, com relacdo de aspecto 7:4 e carga ianitarextremidade livre. Foram analisadas

duas posicdes de carga, no canto inferior e no deeiface da extremidade livre (Figuras 112

e 11b, respectivamente).
(a) (b) ()

Figura 11. Exemplo 2:, (a) carga no canto infefircarga no meio da extremidade livre; (c)

carga no canto superior.

(€)

Figura 12. Soluc¢des do exemplo 2: (a) carga ncoaafgrior;(b) carga no meio da

extremidade livre; (c) carga no canto superior.

As solucbes obtidas sdo apresentadas na FigurdDbBerva-se que o0
posicionamento da carga altera a topologia da 8oldgtima. Os resultados sdo consistentes e

serdo usados para validar as andlises do exengoioeatruturas tridimensionais.



4.3 Exemplo 3

As vigas engastada das Figuras 11a e 11b foranzaahka$ com a implementacéo
computacional para estruturas 3D. Em todas assasafbi utilizada malha de elementos
finitos com 35x20x4 elementos. Cada uma das vigiaarfalisada com carga uniformemente

distribuida e com a resultante da carga concenéadam no.

il
(@) (b)

Figura 13. Exemplo 3: (a) carga no canto inferfoy;carga no meio da extremidade livre.

() (d)
Figura 14. Resultados de exemplo 3: (a) viga camecdistribuida uniforme na aresta

inferior da extremidade livre; (b) viga com cargstribuida uniforme no meio da face livre;
(c) viga com carga concentrada no meio da arefgadanda extremidade livre; (d) viga com

carga concentrada no ponto central da face livre.



A Figura 14 apresenta os resultados obtidos nasroqundlises realizadas.
Observa-se gue os resultados obtidos com as cdisjebuidas reproduzem aqueles obtidos
na analise bidimensional (Figuras 14a e 12a e &gidb e 12b, respectivamente), o que
valida a implementacdo computacional realizadaerntesbalho. Comparando-se os resultados
das Figuras 14a e 14 b, obtidos com a carga digdabuniforme, com os das Figuras 14c e
14d, respectivamente, verifica-se uma mudancarsatsiolucdo, com reducéo de material nas

bordas da estrutura. Esse resultado é coerenta coaetanica do problema.

5 DISCUSSAO

Os exemplos apresentados permitiram a obtenc&mpdbogia 6tima de estruturas
2D e 3D partindo de uma distribuicdo uniforme detemal. As solucdes obtidas foram
coerentes com o comportamento mecéanico das estsutur

O primeiro exemplo permitiu a validacdo da impletagéo 2D e reproduziu a
hipotese da trelica de Morsh, utilizada no dimemsiento de estruturas de concreto armado,
a cisalhamento. Essa constatacdo € importante ppaisite a ampliacdo dos estudos de OT
para a identificacdo de modelos de bielas e tisaate estruturas de concreto armado cuja
relacdo de aspecto corresponda a vigas-parede.

O segundo exemplo (2D) serviu de base para a ¢aldaa implementagao
computacional em 3D. A mudanca da posicdo da cargstra sua influéncia sobre a
topologia final. O terceiro exemplo (3D) foi anali® em duas etapas. Na primeira a carga foi
aplicada distribuida no canto inferior e no meio f@&e livre (Figuras 14a e 14b
respectivamente). Observou-se que as solucdesasbp@ara a estrutura tridimensional séo
semelhantes as obtidas para a estrutura bidimexisios planos correspondentes aos planos
da bidimensional. Assim, a analise da estruturac® carga distribuida reproduz as
respectivas situacdes da analise 2D, o que valitglamentacdo computacional.

A segunda etapa da analise foi feita quando a ahstygouida foi substituida por
sua resultante. Nessa analise, observou-se umlaahamto discreto da terceira dimenséo
quando os cantos sdo desnecessérios (baixa demsidadaterial) & aplicacdo dessa carga.
Esse afunilamento foi pouco perceptivel no casweigia com carga no canto inferior e mais
perceptivel no caso da viga com carga no meio e lfare. A tendéncia se evidenciaria no
caso em gue se usasse mais elementos na dire¢di@uia da viga, o que nao foi possivel
com a plataforma MATLAB utilizada.



6 CONCLUSAO

A implementacdo computacional realizada neste lttab@ostrou que é possivel
resolver pequenos problemas de OT com uma impleg@ntsimples. O trabalho tambéem
permitiu explorar 0s principais conceitos envol@nd tema, com uma abordagem
simplificada em termos da formulacdo da analise pHEF. Sua expansao para problemas de
geometria mais complexas é natural e envolve nuficaldade.

A principal limitagdo encontrada foi a capacidadelidguagem MATLAB em
relacdo a obtencdo de solucdes de sistemas algelrmn grande ndmero de variaveis.
Devido ao grande numero de variadveis de projete egaactes de equilibrio, o tempo de
execucéao foi alto, o que dificulta a otimizacdoedtruturas de maior porte, chegando em
alguns casos a inviabiliza-la. Portanto, sugerpas@a evolucdo do trabalho a transposicéo

para uma linguagem de programac¢ao mais poderosa adimguagem C.
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