Katiucy Freire de Oliveira, Jhone Caldeira

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias, CEP 74001-970 -
Goiania, Goias.
katiucyfreire16@hotmail.com, jhone@mat.ufg.br

Um Estudo sobre Grupos Nilpotentes e Anéis de Lie Associados

PALAVRAS-CHAVE: Grupos, Nilpoténcia, Anéis de Lie, Automorfismos.

1 INTRODUCAO

O estudo de grupos nilpotentes e automorfismos permitem uma abordagem bastante interessante de parte
da teoria algébrica e esta diretamente relacionado com importantes problemas de interesse da comunidade
cientifica matematica. Muitos problemas na Teoria dos Grupos podem ser tratados com a teoria dos grupos
nilpotentes e seus automorfismos. Além disso, a importancia da teoria das algebras de Lie esta ligada as
discussdes sobre grupos nilpotentes e seus automorfismos. Entdo, neste trabalho, faremos um estudo sobre
grupos nilpotentes, tratando os principais elementos bésicos desta teoria, bem como estudaremos elementos
da teoria dos anéis de Lie e discutiremos a construcao de anéis de Lie associados a grupos.

2 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho é apresentar um breve estudo introdutério da Teoria dos Grupos Nilpotentes e da
Teoria dos Anéis de Lie. Estudando as propriedades especiais de anéis sobre grupos nilpotentes e construir
anéis de Lie associados a grupos nilpotentes.

3 DEFINICOES PRELIMINARES e GRUPOS NILPOTENTES

Nesta se¢do apresentaremos alguns conceitos e resultados necessarios para o entendimento das discussdes
futuras.

Seja K um anel comutativo. Um grupo aditivo M € dito ser um K-mddulo quando admite a multiplicagéo
por elementos de K, isto €, K x M — M, e ainda satisfaz os seguintes axiomas:

la=aqa;1 €XK;

(x+B)a=axa+ Ba;

(af)a = x(Ba),Vo,p € Keae M.

Observamos que todo grupo abeliano pode ser considerado naturalmente como um Z—modulo.

Definicao 3.1. Os elementos m;, m,, ..., m, geram o K—médulo M se cada elemento m € M pode ser
expresso na forma:

m=> kymy, comk; € K.



Entdo m;, my, ..., ms S0 0s geradores do K—maodulo.

Definicao 3.2. Seja M um conjunto de geradores de um grupo. Dizemos que G é liviemente gerado por
M, ou um grupo livre em M, se existe apenas as relagdes triviais entre os elementos de M.

E imediato o seguinte corolario:

Corolario 3.2.1. Todo grupo G é um quociente de um grupo livre, isto &, todo K—mddulo s—gerado tem
uma imagem homomorfica de K—mddulo livre s—gerado:

e Kee K- PeK.
O grupo abeliano e;K = {e;|k € K} é isomorfo a K, paratodo 1 <1 <s.
Definicao 3.3. Sejam A e B dois K—moddulos. Seu produto tensorial A @y B € definido como o médulo

quociente de K—modulo livre com a ® b geradores livres, a € A e b € B, do submodulo gerado de todos os
elementos de forma que:

k(ap ® by) = kay ® bo, kap ® by = ap ® kb,
ao® (by +by) = ay® by + ay ® by,
(a1 +a;) ®by = a1 ® by + a, ® by,
Vk e K,a; € Aeb; € B;i=0,1,2.

Se os elementos ay, ..., as geram um K—modulo A e os elementos by, ..., b, geram um K—médulo B,

entdo os sr elementos a; ® b;, i =1,...,s;j=1,...,7, geram o K—médulo A @y B.

E se os K—modulos M = &M, e N = ®N; sdo decompostos em somas diretas de K—modulos M; e
M, ent&o o produto tensorial M @y N é decomposto em somas diretas:

M @k N = &(M; ® N;) de K—moédulos M; @ N;.

Definicao 3.4. Paracadan > 1 e n € N, as n—ésimas raizes da unidade sdo os nimeros complexos Z
que satisfazem a equacdo Z™ = 1, ou seja, é uma raiz do polindbmio X™ — 1:

2 —1

1, w,wy...,w" .

Assim podemos dizer que uma n—eésima raiz primitiva da unidade satisfaz:

k el —
L°#1k=12,....,.n—1,

ou seja, quando ela nao é também uma raiz m—ésima da unidade para m < n.

Seja F um corpo. Quando se constréi uma extensao de um corpo, se busca um conjunto maior no qual as
operacdes soma e produto sigam funcionando bem e além disso possamos resolver equagdes polinomiais.

Denotamos F[w] o corpo obtido a partir de F pela adjungdo do elemento w ao corpo F, onde w n&o pertence
a F. Isso nos leva a seguinte proposigao:

Proposicao 3.5. Seja w uma n—ésima raiz primitiva da unidade. Se A é um subgrupo de um grupo
abeliano B, entao:

(ARzZIw)NBR1=A®IT,



onde Z € o conjunto dos nimeros inteiros.

Demonstracao. Se w é uma raiz n—ésima primitiva da unidade, entdo uma base para Z[w] sobre Z sera
b={1,a,a?,...,a ™"} onde f(n) é a funcéo de Euler. Logo Z[w] = Z &y Zw @y, Zw> By - - - Bz Zw ™1,
Agora olhemos separadamente os elementos da intersecao:

ACLZIw =ARZOARLZW D - B A Rz Zw ™1
B®2ZIwl=B®R,ZPBRyZw P -+ DB ®y Zw ™,
Be1l={b®;1;beBh.

Como A é um subgrupo de B, entdo A estd em B, logo A ®7Z[w] estd imerso naturalmente em B®y; Z[w].
Portanto,

(ARzZIw)NBR1=A®I1.

3.1 Grupos Soluveis e Nilpotentes

Nesta secdo apresentamos fatos sobre comutadores e grupos soluveis, exibindo algumas propriedades
relacionadas a eles. Também definimos grupos nilpotentes e séries centrais de um grupo.

Defini¢do 3.6. Se G é um grupo e x,y € G, entdo o comutador entre x e y, [x,y], é o elemento

x,y] = x 'y xy.

Definimos comutador de peso n > 2 recursivamente da seguinte forma. Sejam x;,X2,...,Xn,y € G
entao,
il = x
X1y eneyXnd = X1y vy Xno1ly Xnl.

Notagdo: [x, .yl = [x,y, n ,Yl.

Proposicao 3.6.1. Sejam x,y, z,t € G. Temos que:

) ab = bala, bl, a® = ala, b];

) B, yl = fy,x] ™

) x,yl =1, se xy = yx;

IV) [x,y)* = [x*y7;

V) [xy,z] = [x, 2y, z] = [x,z][[x, z], ylly, z;

VI) [x,ylz = z[x*, y*;

VIl [x,y, 2] = [x, Yl Ix, %

VIl) (Identidade de Hall-Witt) [x,y~", z]V[y, z ", x]*[z,x ", y]* = 1.

Definicao 3.6.2. O subgrupo comutador [M, N] dos subconjuntos arbitrarios M e N de um grupo é
definido por:

[IM,N] = (Im,n];m e Men e N),



ou seja, € o conjunto de todos os produtos finitos de comutadores do tipo [m, n] ou inversos destes.

Definicao 3.7. Definimos a série derivada de um grupo G por:
G=GO 56N >5GY5...5G6MW ...,
onde G™ & dito o n—ésimo grupo derivado de G, e os membros da série derivada de G s&o dados por
G' =G =[G, G]
G// — G(Z) — [G’, G/]
GE+) =[G, GO,

onde G’ é chamado subgrupo derivado de G.

Definicao 3.8. A cadeia de subgrupos 1 < K; < K; < --- < K,, = G é dito ser uma série de G de
comprimento n. A série é dita subnormal quando satisfaz a condicao:

Ki < Ky, Vi
E é dita normal quando satisfaz a condi¢ao
Ki < G,Vi.

O grupo quociente KK—“ de uma série subnormal € também chamado quociente ou fator.

Definicao 3.9. Um grupo G diz-se soluvel se admite uma série subnormal
{1t=Gyc Gy Cc---CG,=¢G,

i1 <1i<mn,éabeliano.

onde cada subgrupo G;_; é normal em G; e 0 grupo quociente G-G,1 ,

Exemplo 3.9. Todo grupo abeliano é solavel.

Lema 3.10. Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Entéo, o grupo quociente G/H é abeliano se, e
somente se, G!" C H.

Teorema 3.11. Um grupo G é solluvel se e somente se sua série derivada termina; isto é, se existe um
inteiro positivo 1 tal que G™ = {1}.

Demonstracdo. Vamos assumir inicialmente que existe um inteiro positivo n tal que G™ = {1}. Entao,
obviamente,
GO 5GM>5GD 5...56M =1

€ uma série subnormal abeliana para G. Reciprocamente, suponhamos que G contém uma série subnormal
abeliana

GoDG DG, D---D G, ={1}



inducdo que GV C Gy, 1 g i g n. Logo, temos em partlcular que G™ ={1}.

Temos dois resultados:

[) Subgrupos e grupos quocientes de grupos sollveis sao sollveis. Valendo também a reciproca deste
resultado.

Il) Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Se ambos H e G/H s&o sollveis, entdo G é sollvel.

Agora podemos estudar uma classe de grupos que, de certa forma esta entre a classe do grupo abelianos
e a classe dos grupos soluveis.

Definicao 3.12. Um grupo G diz-se nilpotente se ele contém uma série de subgrupos
M}=GycGcCc---CcG,=G

tal que cada subgrupo G;_; € normal em G e cada quociente 1] esta contido no centrode z*—,1 < i< n.
Uma tal série de subgrupos de G diz-se uma série central de G

Exemplo 3.12. Todo grupo abeliano é nilpotente.

Definicao 3.12.1. Denotaremos por v;(G) os membros da série central inferior de G:

Y1(G) = G> YZ(G) = h/1(G))G]) ey YSH(G) = [ s»G]-

Dessa forma

G =v1(G) Dv2(G) D - D ye1(G).

Definicao 3.12.2. Sendo Z(G) = {z € G;zg = gz Vg € G} o centro de G, que é um subgrupo normal
de G, denotaremos por (;(G) os membros a série central superior de G onde (,(G) = 1,4(G) = Z(G)
e indutivamente (;(G) como sendo o Unico subgrupo de G tal que = Z(G/¢;i1(G)). Esse subgrupo
chama-se i—ésimo centro de G.

1=0G(G)CcG(G) - CG(G) C

Teorema 3.13. Seja G um grupo. Sao equivalentes:
[) G é nilpotente.

Il) Existe um inteiro positivo m tal que (,(G) = G.
l1l) Existe um inteiro positivo n tal que v, (G) = 1.

Proposicao 3.14 Subgrupos e produtos diretos finitos de grupos nilpotentes sdo também nilpotentes.

4 ANEIS DE LIE ASSOCIADOS

Aqui apresentamos a constru¢do padrao do anel de Lie associado a um grupo G, com base na menor série
central de G. Ainda, provaremos a nilpoténcia de grupos sollveis de expoente primo, como ilustracdo das
vantagens de usar anéis de Lie que sdo objetos mais lineares do que grupos. Ainda trataremos dos anéis de
Lie de um grupo de expoente primo. Por fim, apresentaremos teoremas sobre a nilpoténcia de anéis de Lie



soluvéis satisfazendo as condi¢des de Engel.

Comegamos definindo anéis de Lie e apresentando algumas de suas propriedades.

4.1 Anéis de Lie

Um anel de Lie € um anel ndo associativo sem identidade, cuja multiplicagcao, que é usualmente denotada por
[a, b], satifaz os seguintes axiomas:

) [a,a] = 0;

) [[a, bl, c] + [[b,cl, al + [[c, al, b] = 0. (Identidade de Jacobi)

Ou seja, um anel de Lie ndo € comutativo e satisfaz a Identidade de Jacobi.

Observacoes.

e A partir da identidade Jacobiana néo é dificil deduzir que, se [ e ] sdo ideais de um anel de Lie, entédo
o subgrupo aditivo gerado pelo conjunto dos comutadores {[a, b]la € I, b € J} € também um ideal do anel de
Lie. Este é denotado por [I, J].

e Se A e B sao subconjuntos de um anel de Lie, entdo A + B é denotado por: A + B = {a + b|
a € Aeb € B}. Assim, se A e B sdo subanéis, entdo A + B também é um subanel, e se A e B sdo ideais,
entdo A + B é também um ideal.

e Os teoremas de homomorfismos de anéis de Lie sdo analogos aos teoremas de homomorfismos de
grupos.

e Se L; e [, sdo R-algebras de Lie, um homomorfismo de Lie &€ um homomorfismo de R—maodulos
¢ : Ly — L, tal que ([a,b])e = [(a)e, (b)e],para todo a,b € L;. Um isomorfismo de Lie entre L; e L, é
um homomorfismo de Lie bijetor e um automorfismo de Lie € um isomorfismo de Lie de uma algebra de Lie
em si mesma.

e Se L = (X) é um anel de Lie gerado pelo conjunto X, entdo L = Z L;, onde L; é a componente

i
homogénea de L de peso i, que é o subgrupo aditivo gerado por todos os comutadores de peso i em
elementos de X.

Definicao 4.1.1. Os membros da série central inferior, y;(L), do anel de Lie L sdo definidos por inducao,
como seguinte:

Y](I—) = L) SRR} Ys-i—](]—) = [ S(L))L]

(as vezes sao denotados também por L' = y;(L)).

Definicao 4.1.2. Os membros da série derivada sdo também definidos por indugao:

L'=v,(L)=1% L"=LY=[L" L7, ..., L&F) =L L(s)].
E facil ver que L) C vy, (L), paratodo s € N.
E facil ver também que, se L = (X), entdo yi(L) = Z L;, onde L; sdo as componentes homogéneas do
i=k

anel de Lie L de peso i.



4.2 Resultados Analogos a Teoremas sobre Grupos

Podemos definir anéis de Lie nilpotentes usando o seguinte teorema.

Teorema 4.2.1. As seguintes condigdes sdo equivalentes para um anel de Lie L:

a) Y+ (L) = O;
b) L tem uma série central de comprimento ¢

L=Li>L>--->L.>Ly1 =0,

isto é, de tal forma que [L;, L] < L; 1,V i=1,2,...,c.
c) O anel de Lie L satisfaz a identidade

[X],Xz,.. .,Xc+1] =0.

Antes de enuciar a Definicdo 4.2.2. e os teoremas que a seguem, comentamos fatos sobre grupos
definidos por identidades. Isto nos dara uma ilustragdo dessa definicdo e dos teoremas seguintes.
Lembremos que as definigbes para anéis de Lie sdo analogas as de grupos.

Seja G um grupo. Sabemos que G é abeliano se, e somente se, [x,y] = 1, para todos x,y € G.
Assim, grupos abelianos sao definidos pela identidade [x,y] = 1. Aidentidade [. .. [[x1, x2],X3], ..., Xc:1] =1
define a variedade dos grupos nilpotentes de classe no méaximo c, e a identidade &, = 1 de 2* variaveis, onde
oy € definida recursivamente por do(x) = [x],01 = [x1,X2l, 0ki1 = [Or(X1y v vy Xk )y O (Xokiqy v vy Xokr1 )],

define a variedade dos grupos solUveis de comprimento derivado k. Outra maneira de definir estas classes
de grupos é em termos da existéncia de uma série de subgrupos normais com fatores centrais ou abelianos,
respectivamente.

Analisemos a solubilidade e como se comporta esse grupo:

So(x) = x 2° variaveis
81(x1,%2) = [x1, %2 = [80(x1), do(x2)] 2; variaveis
82 (x1, %2, X3, %X4) = [01(%1,%2), 01(x3,%4)] = [[x1,X2], [x3, x4]] 2° variaveis
On(X1yeveyXon) = [On1(X1y+ ooy Xon—1)y On1 (Xgn—1 475+« oy X2 )] 2" variaveis.

Temos entao que G é soluvel de comprimento derivado n se, e somente se,
6n(X], e ,in) = [5n—1 (X], eeey Xon—1 ), 671—1 (infl_H, e ,in)] = ],
para todos os elementos em G.

E verificamos também a sua nilpoténcia:
Yi(x) =x

Ya(x1,%2) = by1(x1), v1(x2)] = [x1,%2]
Y3(X1)X2)X3) - [YZ(XHXZ))X?J = [[XHXZ])X3]

Yn+i (Xl)XZ)-">Xn+1) = [ n(Xl)XZ)-">Xn))Xn+1]-



Entao G é nilpotente de classe n se, e somente se

ynH(X])XZ)"-)XnH) = [ n(XhXZ)'--)Xn))XnH] = 1)

para todos os elementos em G.
Com isso, podemos apresentar a seguinte definigéo:

Definicao 4.2.2. Um anel de Lie L satisfazendo o teorema acima é dito nilpotente, € o0 menor nimero
natural c com a propriedade indicada, € chamado classe de nilpoténcia de L.

Quando dizemos que um anel de Lie é nilpotente de classe ¢ estamos querendo dizer que ele é nilpotente
de classe < c. E ainda percebemos que para saber se um anel de Lie € nilpotente basta verificar se seus
geradores sao nilpotentes.

Teorema 4.2.3. Se um anel de Lie é gerado por um subconjunto M, entao ele é nilpotente de classe < c,
se, e somente se, todo comutador de peso ¢ + 1 nos elementos de M é igual a 0.

Proposicao 4.2.4. Suponha L um anel de Lie arbritario e k um inteiro positivo. Entéo:

a) o ideal vy (L) contém todos os comutadores de peso > k nos elementos de L.

b) o subgrupo aditivo v (L) é gerado pelos comutadores simples de peso k nos elementos de L.

c) se L = (M), entéo o subgrupo aditivo yx(L) é gerado pelos comutadores simples de peso > k nos
elementos de M. E também gerado pelos comutadores basicos de peso > k em elementos de M. Em
particular, se L é finitamente gerado, entdo para cada k € N, o subgrupo aditivo y&—(”m € também finitamente

1(
gerado, por um numero (k, s)—limitado de geradores.

Teorema 4.2.5. As seguintes condi¢des sao equivalentes para um anel de Lie L.
a) L) =0;
b) L tem uma série de ideais de comprimento s com fatores abelianos

L=l <L < QL1 <L, =0,

tal que [L;, ;] < L., paratodoi=0,1,...,s—1.
c) L satisfaz a identidade

6S(X1,X2,...,Xzs) =0.

Um anel de Lie satisfazendo essas condi¢des é dito ser solivel e 0 menor numero s com a propriedade
indicada, € chamado comprimento derivado de L. Podemos chama-lo de “indice de solubilidade”.

Muitas vezes é dito que um anel de Lie é soluvel de comprimento derivado s, significando que € soluvel de
comprimento derivado < s.

Observe, que o analogo do Teorema 4.2.3 ndo se aplica a solubilidade, pois existem exemplos de anéis
de Lie G = (M) com &, (my, my,...,my) = 1, para certos my, my, ..., myx € M que, entretanto, ndo séo
soluveis de comprimento derivado k.

4.3 Construindo um Anel de Lie Associado a um Grupo

Primeiramente daremos a definicdo de anel de Lie associado, que é definido em termos da série central
inferior de um grupo. Seja G um grupo. Vamos colocar vy = vx(G), k € N, nos casos em que ha somente



um ambiente de grupo G de modo que nao haja perigo de confusao.

Definicao 4.3.1. O grupo aditivo do anel associativo L(G) de um grupo G é a soma direta

[e.o]

LG) =P,
g Yk+

escrevendo 0s grupos abelianos % aditivamente.

Para cada k € N, o fator dessa soma direta é dito componente homogénea de L(G) de peso k. Os
elementos das componentes homogéneas % de peso k do anel de Lie L(G) sdo chamados elementos
homogéneos de L(G) de peso k. A multiplicagcdo em G é definida pelos elementos homogéneos por

[a + Yit1, b+ Yj+1] = [Cl, b] + Yitj+1y

Yj
Yj+1’
Yi+j

respectivamente. Logo [a, b] + i1 S0 as imagens do grupo comutador [a, b] no grupo quociente o
Entao a multiplicacdo é estendida para L(G) por linearidade. Isto define uma estrutura de anel de Lie em L(G).

onde a + i1 € b +yj41 sdo as imagens dos elementos a € y; e b € 'y; nos grupos quociente VYT e

Teorema 4.3.2. Se G é nilpotente de classe c, entdo L(G) é um anel de Lie e também ¢é nilpotente de
classe c, e se G é finito, entdo |L(G)| = |G|. Se G é soluvel de comprimento derivado s, entdo L(G) também é
soluvel de comprimento derivado < s. Além disso, cada automorfismo ¢ do grupo G induz um automorfismo
do anel de Lie L(G) por sua agdo sobre os grupos quocientes # e se G é finito e a ordem da ¢ é coprima

a ordem de G, entéo ¢ atua em L(G) e |Cy(g)(¢)| = [Ca()l.

Demonstracao. Se a’ + vi,1 = a+ vy €
g1 € Yi+1 € b’ = bgy, onde g, € ;41 € assim

Yi / . _ . Y 5 I
e b+ v =b+vy € T entdo a’ = ag;, onde

[a’,b'] = [ags, aga] = [a, b](mOinHH),

pois [vi, i1l | bvivt, Vil < vigjar-
S~
Yitj Yit1+

A nao comutatividade e a identidade de Jacobi sdo multilineares e, portanto, é suficiente confirma-las para

elementos homogéneos. Sejam @ = a + Vi1 € 1, b=b+7vj1 € Yy—i] ec=c+Y € ;7. Entdo
i )

-
[@,b] = [a,b] + Visj11 = —[b, a] +virj = —[b, al,
pois [a, b] = [b, a]~'. Também temos
[a,b,cl + [b,c,al + [c,a,b] = [a,b,c] + [b,¢,al + [c, a, bl + Viijixer =0,
por causa da identidade de Witt para grupos

[a, b~ ", c]®[b, ¢!, al[c,a” !, b]¢ =1

ela,b ' c]® =[a,b 7" cllla,b”",cl,bl = [a,b7",c] = [[a,b] ', c] = [a, b, c] ' (modyiijiri1)-
Analogamente, fazemos para [b,c™', al¢ e [c,a” ', b]°.
Portanto, temos que L(G) é um anel de Lie.

Para continuarmos a demonstracao consideremos o seguinte resultado:



Lema 4.3.3. No anel de Lie associado a um a grupo arbitrario G, vale para qualquer k:

a) Y — <[(1],Clz...,(lk]|(11 c %>,

Yk+1
b) vi(L(G)) = € 1.
Vit

Demonstracao.

a) Temos que vx/Yk.1 € gerado pelas imagens dos comutadores [g1, g2, . . . , gi] de peso k em elementos
de g; € G. Usando a definicao de multiplicacéo de anéis de Lie associados, podemos provar que a imagem
de comutador de peso k é igual do comutador [g;, G, - .., g,J no anel de Lie , onde g; é imagem em v, /v,.
Assim passando para notagdo aditiva, temos vi/Yki1 = + {[91, 92, - - -, Gil[gi € Y1/Y2), 0 que comprova a

afirmacéo a).
Como [g1, Gy, .-+, 9] € Yk(L(G)), resulta de a) que v (L(G)) D @yi/ym; a inclusao inversa resulta

i=k
do fato de que [Ym, Yn] < Ymin. Assim, o lema esté provado. O

O fato de que |G| = |L(G)|, se G é um grupo nilpotente finito, segue a partir das equagdes
|G| = H|Y1/Yi+1| e [L(G)|= H i/ Yiel,
i=1 i=1
onde c € a classe de nilpoténcia.
Se o grupo G satisfaz a identidade de solubilidade
65(X1)X2) ce )XZS) = ]:

entdo, pela definigdo de multiplicacdo no anel de Lie associado, a mesma identidade esta satisfeita com os
elementos homogéneos de L(G), e, como essa identidade é multilinear, ela esta satisfeita por L(G) mesmo.
Se @ € AutG, para elementos homogéneos @ = a + Vi1 € ;'-eb=b+ vy € yy—i] , temos
i )

[@, 0] = [a,b]® + Viyje1 = [@® 4+ Vis1, b? + 541 = [@®, b?).

Entdo, por definicdo, estendemos a acdo do automorfismo ¢ em L(G) para um grupo abeliano v;/vi.1,
por linearidade, x = (x1+7v2)+ (x24+7v3)+ (x3+va)+- - = x? = (x1+v2)?+ (x2+7V3)? = (x3+v4)°+- - -
Logo, para l; = Zhs,lz = Z lys, onde lis € vs/Vsi1,1=1,2,s € N, temos

P
L, 1) [Zhs,Zbr] = (me) = ) [Ll? = Z il Zus,Zw =

S,T s,T
[P, 171,
Isso significa que ¢ realmente é um automorfismo do anel de Lie L(G).
No caso em que G é um grupo nilpotente finito, a fidelidade de um automorfismo induzido da ordem de G
decorre de:
"Seja G um grupo finito , @ um automorfismo de G tal que (|G|, |Cg(¢@)|) = 1. Se ¢ centraliza todos os
fatores de alguma série subnormal de G

1=K <Ky <K, <--- K =G,

entdo @ = 1."



Agora, uma vez que um automorfismo age trivialmente sobre L(G) se, e somente se, ele centraliza
todos os fatores da série central inferior de G, com a mesma hipo6tese, decorre de: "Seja G um grupo
finito, @ um automorfismo de G, e N um sugrupo normal ¢@—invariante de G do qual a ordem é coprima com
a ordem de o, (INJ],[¢|) = 1. Entao Ce/n (@) = Cs(9)N/N."que |Cgg)(¢)| = |Cs(¢)l, 0 que completa a
demonstracédo do teorema.

O

Uma observacao a se fazer € que em contraste com a classe de nilpoténcia, o comprimento derivado do
anel Lie associado L(G) pode ser menor do que o comprimento derivado do grupo G, mesmo que o grupo G
seja nilpotente.

O préximo corolério segue do Lema 4.3.3.

Corolario 4.3.4. Para qualquer grupo G, o anel de Lie associado L(G) é gerado pela sua componente
homogénea v; /v, de peso 1. Se o grupo G é gerado por um conjunto M, entdo o anel de Lie L(G) é gerado
pelas imagens dos elementos de M no grupo quociente 1 /v;.

Embora o anel de Lie associado possa ser construido a partir de um grupo arbltrarlo € claro que ele reflete

apenas as propriedades do grupo fator G/ ﬂyl , pois, claramente, L(G) = L(G/ ﬂyi

i=1

4.4 O Anel de Lie de um Grupo de Expoente Primo

Aqui a situagio é mais natural do que no caso de grupos de expoente composto p*, uma vez que a identidade
(p-1)-Engel €, de fato, multilinear.

Lemma 4.4.1 As duas condigbes seguintes sao equivalentes para alguma algebra de Lie L sobre um corpo
de caracteristica p > O:

a) [x,y,Y,...,yl =0parax,y € L;

p—1

b) Z [X,yn(]),yﬂ(z),...,yﬁ(p,])] = 0, para X, Y1, Yzy ...y Yp-1 c L.

nESy
Demonstracao.
b) = a) Colocando y; =y, = - -+ =y, na afirmagéo em b), temos
(p—D!'%x xY,yy...,yl =0.
p—1
Como (p — 1)! # 0, segue que [x,y,y,...,y] =0.

p—1

a) = b) Substituindoy = y; +y>+- - - +yp,—1 €m a), vemos que a multihomogeneidade das componentes
de peso 1 em cada variavel x,y1, Yz, ..., Yp—1 da equagao resultante coincide com o lado esquerdo de b).



Assim, temos o sistema de equacodes

p—1
Y *MF=0;i=0,1,2,...,p—1,

k=0

onde My é a soma de todos os elementos homogéneos nos quais y; ocorre em k entradas. Apoés a
demonstragao apresentaremos um exemplo, a saber, para p = 3.

Para o sistema dado, (i*) é a sua matriz dos coeficientes e entendemos My, como sendo as incognitas. A
matriz (i*) é da forma

0 0 0
1 1 0
2 2? 2p-T
T (p=1) (p—17% ... (p—1P"
que tem determinante de Vandermonde, sendo nao nulo. Portanto, temos um sistema linear homogéneo cuja
solugdo é unica. Portanto, My = 0, para todo k = 0,1,...,p — 1, como queriamos. Assim, o lema esta

demonstrado.
O

Exemplo 4.4.1 Vejamos o caso p = 3. Temos:

O item a) nos da [x,y,y] = 0, para todos x,y € L.
Assim,

e i=0=y=0-y1+y2

0% [x,y2,Y2], onde ndo ha ocorréncia de y.
ei=l=y=y1+y

Y1 + Y2, Y1 + Y2l = 1% Ixyy1, yil +11 - Iy y1,y2l +17 - xyy2, Y1) +1° - [x, Y2, Y2l
—— — — —
EM;, eM, eM, EMy

ei=2=Sy=2-y1+1y;
(X, 2y1 + Y2, 2y1 + Y2l = [x, 2y1, 2y1] + [x, 2y1, Y2l + X, Y2, 2y1] + [x, Y2, Y2l =

22 : [nyhy]] "’_2] : [X)yl)yZ] +2] : [X,Uzﬂ;h] +20 : [X)UZ)UZ]-

eEM;, eM, eM, €My
Teorema 4.4.2. O anel de Lie associado L(P) de qualquer grupo P de expoente primo p satisfaz as

identidades

pa=0 e [a,b,b,...,b] =0.

p—1



Teorema 4.4.3. Se uma algebra de Lie L soluvel de comprimento derivado s sobre um corpo de
caracteristica p satisfaz a n—ésima condicao de Engel, que é

[x,y,y,...,y] :0)

n

(n+1)5—1
—

para todos x,y € L, e quer p =0 oun < p, entdo L é nilpotente de classe no maximo

Corolario 4.4.3. Todo grupo soluvel G de comprimento derivado s de expoente primo p é nilpotente e sua
classe de nilpoténcia é no maximo %.
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