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Resumo

O presente estudo foi feito para contemplar processos estocasticos a tempo discreto concentrado-se
principalmente em Cadeias de Markov e simulagédo. Outro tépico apresentado que também é de grande
relevancia no estudo probabilistico é o passeio aleatério. Foram utilizados métodos que visam calcular tran-
sicoes do processo markoviano por meio de poténcias da matriz estocéstica. Em virtude da complexidade
nas manipulacdes algébricas, fez-se uso do Maxima, manipulador algébrico precursor do Maple.
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1 INTRODUCAO

A propria natureza dos calculos em probabilidade nos conduz ao questionamento se existe ou nédo de-
pendéncia na ocorréncia de fenémenos simultdneos ou sucessivos. Sera que ao retirarmos sucessivamente
duas bolas de uma urna que contem inicialmente 7 bolas azuis e 3 brancas, essas retiradas serdo depen-
dentes? Caso sejam, de que tipo seria essa dependéncia? E se as retiradas fossem simultaneas? Por mais
simples que parecam, essas questdes fazem parte do alicerce da teoria de probabilidades e foi a busca por
respostas a perguntas similares a estas que levaram grandes matematicos como Thomas Bayes, Kolmogorov,
Fisher, Pearson e muitos outros, a contribuirem no desvendar desse fascinante universo das incertezas. Em
particular, pode-se citar Andrei Markov, precursor no estudo da propriedade da perda de memdria, propriedade
que levou ao desenvolvimento da teoria sobre Cadeias de Markov, ferramenta de grande aplicabilidade nos
mais diversos ramos da ciéncia.

Um dos exemplos mais classicos de aplicabilidade das Cadeias de Markov talvez seja em teoria dos jo-
gos, onde pode-se provar com indiscutivel simplicidade o problema da ruina do jogador. Outro ramo bastante
fecundo em cadeias de Markov é a teoria de filas, a qual busca modelar matematicamente o comportamento
de uma fila a fim de satisfazer da melhor forma possivel o cliente, usuario da fila, e de modo que seja eco-
nomicamente viavel ao prestador de servicos. Na mesma linha de importancia, podemos citar também a
aplicabilidade dessa teoria em processos migratorios, epidemiolégicos, difusdo de informacao e muitos ou-
tros.

Poisson

Figura 1: Grandes Matematicos

2 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho € a inser¢cdo no ambiente de pesquisa e a integracao do aluno pesquisador de
graduacao que busca conhecimento nas areas afins a probabilidade e estatistica. Neste trabalho, o aluno fez
estudos que envolvia os conceitos basicos de Cadeias de Markov, concentrando-se principalmente na questao
de simulacdes de cadeias a tempo discreto. Antes desse estudo em particular, foram revisados os seguintes
conteudos:

e Analise Combinatoéria,

e Probabilidade,

e Teoria basica de grafos,
e Processos Estocasticos.

Apos estudar os assuntos citados acima, foram analisados alguns exemplos classicos de Cadeias de
Markov, implementou-se algoritmos com aplicagdes que utilizaram esses conceitos. Por fim, um modelo
de disseminacao de informagado com caracteristicas markovianas foi apresentado e implementado computa-
cionalmente.



3 PROCESSO ESTOCASTICO

A concepgéao de processo estocastico € uma extensado do que a probabilidade define por variavel aleatoria.
De modo geral, uma colecao de variaveis aleatérias X; indexadas em um conjunto de indices T, t € T,
frequentemente interpretado como tempo, € chamado de processo estocastico. O conjunto S no qual a variavel
aleatéria X, assume valores € o conjunto de estados do processo. Um exemplo de processo estocastico é
dado pelo capital acumulado por uma pessoa que aposta em um jogo de cara e coroa no qual o jogador ganha
R$ 1,00 caso ocorra cara no langamento da moeda, ou perde R$ 1,00 se der coroa.

Representando por X; o valor recebido ou pago a banca pelo jogador na t-ésima jogada, com
teT={0,1,2,3,...}, ou seja, a variavel aleatéria dada por:

X, — 1, se der cara;
Y71 =1, sedercoroa.

Sendo assim, S,, = So + >_i; X é o capital acumulado pelo jogador que iniciou com um capital S.
No caso em que as variaveis X1, X3, - - -, X;, sdo independentes, identicamente distribuidas é chamado de
passeio aleatério simples. Observe que dada a fortuna atual do jogador, {S..}nen, Sua fortuna na préxima
rodada,{S..1}nen+, N0 depende de todas as etapas que o trouxeram até o presente momento, isto é,

P(Sni1=ilSo =10,S1=11,...,S5n =1) = P(Snp1 =ijlSh =1).

Essa é a semente, no ambito teérico, das Cadeias de Markov, a independéncia entre passado e o futuro
se ha o conhecimento do resultado no presente.

S

n

K, cara

C, coroa

Figura 2: Exemplo de realizagcao do passeio aleatorio

SeP(Xy=1)=peP(Xy=-—1) =1—p, entdo a probabilidade da fortuna acumulada pelo jogador até o
instante nser S,, = So + k, desde de que n + k seja par e | k |[< n, é dada por:

n n ntk n—k
P( Zt—]Xt:k’):<ﬂ)p ;k(]_-p) Zk.
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4 CADEIA DE MARKOV

A perda de memoria € a base da caracterizacdo das cadeias de Markov e ela estabelece que em um
conjunto de estados discretos o futuro sé depende do estado presente, ou seja, os estados anteriores sao
irrelevantes para a predi¢cao dos estados seguintes, desde que o estado atual seja conhecido. Em termos de
probabilidades, uma cadeia de Markov a tempo discreto com espaco de estados S € um processo estocastico
{Xntner , onde T = {0, 1, 2, ...}, tal que se verificam as seguintes propriedades:

e Para qualquer i € S tem-se:
P(Xo =1) = P
e Para quaisqueri,j € S,en € T:
P(Xni1 = jlXn = 1) = Py.
e Para quaisquern € T e iy, 11, ...,1n_1,1,j € S, vale a condigao:
P(Xnt1 =iXn =1, Xn1 =1n1.., Xo = bo) = P(Xp1 = jlXn =1).
No caso X,, = 1 diz-se que o processo no instante n esta no estado i. Em especial, a terceira propriedade

nos diz que dado o presente (X, ), o futuro (X,,1) e o passado (Xo, Xj, ..., Xn_1) sdo independentes.

Exemplo 01

Considere uma particula realizando movimentos aleatérios sobre os vértices de um cubo. Suponha que
a cada passo a particula escolha saltar para um vértice vizinho, tendo a mesma probabilidade de saltar para
cada um deles.

5

Figura 3: Cubo

Temos S ={1,2,3,4,5,6,7,8].
Se X, é a posigao da particula no tempo n, entao,

1 . . ~
s oy 3 se e estao conectados,
PXnn =X =1) { 0 caso contrario.
Nesse exemplo, como P(X,, .1 = j|X,, = i) é independente de n, a cadeia de Markov possui probabili-
dades de transicao estacionarias e o processo € chamado de cadeia de Markov homogénea. Assim, ter uma
Cadeia Homogénea implica que as Probabilidades de Transicdo ndo mudam ao longo do tempo.



Para cadeias de Markov homogéneas, P(X,.11 =j|Xn =1) = Py.

Seja { XnneT uma cadeia de Markov homogénea com espaco de estados discretos S = {1,2, 3, ...}. Nesse
caso, tem-se Py; = P(X,.11 =j|Xn =1),1,j > 0 independente de n.

Uma maneira intuitiva de apresentar e operacionalizar as probabilidades de transi¢cdo entre os estados é
dada por meio de uma matriz estocastica, conhecida por matriz de transi¢do. Essa matriz € definida por:

Poo Po1 Poz
Pio P11 P12
P=lpyl = P20 P21 P22
Onde os elementos satisfazem:
i) py > 0;
i) Z;.’iopij =1,paratodoi=0,1,2, ...
Se S ={i1,12, ey im}
Piui, Puiz 0 Pirim
p_ [pij] _ ‘pi.zh pi.ziz o Pirim
Pimiy Pimiz " Pimim
Com
i) py > 0;

ii) 2 sesPiy =1, paratodoi€S.

Nessa matriz cada um dos seus elementos informa as transigbes entre estados, ou seja, Py; fornece a
probabilidade de transicdo do estado 1 para o estado j a um passo.
No caso da Cadeia de Markov estabelecida no exemplo 01, temos que:

030313000
103100300
010300730
b %o;oooo%
10000310 4
010030730
003004301
ooo0?1lo011o0

Observe que em particular a probabilidade da particula sair do vértice 4 e ir para o vétice 3 em um passo
é dada por psz = 1.



4.1 Equacao de Chapman-Kolmogorov

Seja o conjunto de estados S = {i1, 12, ..., im}. Estdo, numa cadeia de Markov {X,,}.er homogénea prova-
se que

P(Xm+1 - :L] y XTT‘L+2 - i'za seey Xm+n - in|xm - i‘O) = P'i.o e Piq ,'i.zPiz A3 "'P"Ln_] JAn -

Escreva PS) = P(Xman = jIX;n = 1), ou seja, a probabilidade de passagem do estado i para o estado j
a partir do passo m em n passos.
Seja { X, Jner Uma cadeia de Markov a tempo discreto com espacgo de estados S, homogénea. Entdo

(m4n) _ (m) (m)
Pi,i - ZkeS Pi,k ’ Pk,j .

Essa equacédo é conhecida como equacgédo de Chapman-Kolmogorov. A matriz de transicao P é a matriz
de transicédo de probabilidades de estado para um passo no tempo, ou seja, de m param+1. Pode se dizer, de
maneira simplista, que as equacdes de Chapman-Kolmogorov fornecem um método para computar a matriz
de transicao para n passos no tempo, ou seja, de m para m+1, de m para m+2, ..., de m para m + n.

Para Cadeias de Markov cujas probabilidades de transicdo de estados sdo constantes em relacdo ao
tempo (Cadeias Homogéneas), tem-se:

pm = pm,

Como PV = P, pode-se demonstrar por inducéo que P™ = P™, de modo que as entradas da matriz P™
sdo tais que PS” =P(Xym =jXm=1),comi,j € Sem € T. Essa ultima equacéo reflete perfeitamente
as condi¢cbes necessarias para o calculo da probabilidade de trasicdo do estado i para o estado j em n
passos.Segundo ela, para se obter essa probabilidade é preciso que se determine a n-ésima poténcia da
matriz estocastica P, P™, e em seguida observar o elemento da linha i e coluna j, pgl).

No que tange ao conceito de poténcia da matriz de transi¢ao € relevante a definicdo de regularidade. Uma
Cadeia de Markov finita cuja matriz de transicao P € regular se existir uma poténcia positiva m tal que todas as
entradas da matriz P™ sejam estritamente positivas. Para esse tipo de cadeia, pode-se demonstrar que existe
um vetor de probabilidades limite 7t = [rt; 7t; ... 7tn], denominada distribui¢do assintdtica, com 3, = 1 tal
que

lim pg‘) =T, paratodoj =0,1,2,...,N.

n—oo

Ou em termos de cadeia {X,.},
lim P(X, =jXo=1) =m; >0, paratodoj =0,1,2,...,N.
n—oo

Afim de ilustrar o funcionamento de tal método, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 02

Um ratinho ocupa inicialmente a gaiola 1 e é treinado para mudar de gaiola atravessando uma porta sempre
que soa um alarme. Cada vez que soa o alarme o ratinho escolhe qualquer uma das portas incidentes a sua
gaiola com igual probabilidade e sem ser afetado por escolhas anteriores. Considere que o alarme ficou
programado para tocar a cada minuto:

a) Determine a probabilidade de o ratinho estar na gaiola 3 apds ter soado o alarme 13 vezes.

b) Qual a distribuicdo da proporcéo de vezes que esse ratinho passou pelas gaiolas, considerando um
longo lapso temporal?



Figura 4: Labirinto

Se Py; denota a probabilidade de o ratinho passar da gaiola i para a gaiola j, com i, j = 1,2,3, entdo as
probabilidades de transi¢cdes sdo p11 = p22 = p33 =0, p12 =pi13 = % P21 = P31 = % P23 ="P3x2= % De
modo que a matriz de transicao é dada por:

P =

Wl=wl—= O
Wi O NI=
S wINN=

a) O proposito € determinar o elemento p%g). Para tal, determina-se primeiramente a n-ésima poténcia da
matriz P, P™, por meio da diagonalizacdao da matriz estocastica P. Sendo assim:

2+6(—3) 33— 3-3(—4)"
z_z(il)n 34(—1 n8 4(—2 _1 n8_4 _2Zym
pn — i (=) +4(—2) 3+(—1)m—4(-2)
8 8 8
2-2(-3)" 33" 4=3)" 33" H(-3)"
8 8 8

Como o ratinho inicialmente estava na gaiola 1, sua distribuicdo inicial é dada por P, = [1 0 0], as
probabilidades do rato encontrar-se na i-ésima gaiola, i = 1, 2, 3, ap6s soar o alarme n vezes € dada por
P(n) =Py - P™, ou seja,

P(n) :( Mfg%)“ 3—3<8—%)“ s_s(g‘gw )

A partir deste resultado, tem-se:

pl13) = 33507 ~ 37500023521,

Para responder o item b faz-se necessério o conceito de Distribuicdo Invariante. Para uma cadeia { X, }ner,
suponha que 7t seja uma distribuigdo satisfazendo as equacdes

Y m(i)Py = n(j) (+)
ies
paratodoj € S.
Se a cadeia tem distribuicao inicial 7, para todo n > 1 verifica-se que:



Observe que no caso em que S é finito, prova-se que toda cadeia de Markov possui pelo menos uma dis-
tribuicado invariante e a equacgao (*) pode ser escrita da seguinte forma

n-P=m (k)

Dessa forma, a distribuicao invariante da cadeia de Markov pode ser obtida determinando o vetor 7t que
satisfaz (#x) acrescido da condigdo de que ) . < 7(i) = 1.

Agora:

b) A proporgéo de vezes que cada gaiola é visitada, considerando que transcorreu um grande intervalo de
tempo, é dada pela distribuicao invariante, 7t = [7t(1) 7t(2) 7(3)]. Como essa distribuicdo é tal que P = T,
ela é obtida resolvendo esse sistema linear acrescentando a condigdo de que 7t(1) + 7t(2) + 7t(3) = 1. Desta
maneira, tem-se:

ieS

= ( 0,250 0,375 0,375 )
Essa distribuicdo estabelece que a cada 1000 vezes que o alarme toca, o ratinho visita, em média:
e a gaiola 1: 250 vezes;

e a gaiola 2: 375 vezes;
e a gaiola 3: também 375 vezes.

Observe que:

P2 =

NOINNO N —
o\l=g| 2=
|:CT\I—4.NI—*

—_
[¢]

de modo que esse processo € regular e portanto apresenta distribuicdo assintética. Resolvendo o limite
lim P™, obtém-se,

n—oo

R
amPt=ly§ 3
4 8 8

Ou seja, a distribuicdo assintética é dada por,

n=(0,250 0,375 0,375

que é igual a distribuicao invariante.

De modo geral, para Cadeias de Markov regulares, a distribuicdo invariante coincide com a distribuicdo
assintotica.



5 Simulacoes

Consideremos a Cadeia de Markov com espacgo de estados S = {1,2,3} com a matriz de transicdo
estabelecida no problema apresentado na se¢éo anterior:

P11 P12 Pis (. %
P=1| pa P2 ps | = % 0 3
P31 P32 P33 3 20
Temos:
||‘]|=P11=0||‘2\=P12—%|| l=p =%
12| =p21=3112,|=p2=0112,[=ps=3%
Bl =psi=3B,|=ps2=35P 3\—P3,3=0

Entdo podemos fazer a seguinte construgéo

=0 I, =10, 3] %1]
21 =[0)%] |22=® _[3>
=[0, 3) 1, =[5 1) |33 %

Determinar qual intervalo ficara aberto ou fechado também néo € relevante, pois a medida de um unico
ponto é zero. Depois, apontamos um estado inicial ou 0 geramos aleatoriamente através, por exemplo, da
medida invariante do processo. Agora o algoritmo age iteradamente da seguinte maneira: estando no estado
1 vai para a particdo i. Em seguida, é gerado o numero aleatério a segundo uma distribuicdo uniforme no
intervalo [0,1], e entdo realiza-se a transi¢cao para o estado

j=(:acliy.



Exemplo 03
(IV OIMU)

Vérias criangas estao brincando de telefone sem fio. A crianga Cy sussurra trés palavras para a crianga
C1, que sussurra o que ouviu para a crianga C, e assim por diante até uma mensagem chegar a crianga C,,
. Cada uma das trés palavras tem exatamente uma "gémea"errada (por exemplo, as palavras racao e razao
sao "gémeas"pois € muito facil confundi-las). Cada crianga (i+1) tem probabilidade % de ouvir corretamente o
que a crianga i falou, tem % de probabilidade de trocar a primeira palavra dita pela crianca i pela sua "gémea",
% de probabilidade de trocar a segunda palavra e % de probabilidade de trocar a terceira palavra (e portanto
nunca troca mais de uma palavra). Note que numa troca a mensagem pode ser acidentalmente corrigida.
Calcule a probabilidade de que a crianga C,, ougca exatamente a mensagem original.

Sejam as trés palavras: a, b, c e suas gémeas a’, b’, ¢’. Identificamos as possiveis combinagdes de trés
palavras com os vértices de um cubo da seguinte forma:

O‘\l»—t
O\l»—t
|._.

1 1
LT
4 L6 4 16 6
1 1 1
€1 6 16 L
6 L: 6 1
6 1 1 6
1 6 6
11 1 6 T
6 “ - A61 v A5
/6* 2 6//L/C>
6 1

‘ 1
AN L L /74N6 2
ORI
1 1
2 2

Figura 5: Dindmica da troca de palavras

O que nos leva a matriz de transicao dada abaixo:

1 o0 1 1 0 0 0
2 6 6
T 9166100
Oiiloolo
18%?0081
P=% 45605111
6OOO%?O6
03008340
000 L0l



Em casos como esse, a obtencao de matriz P™ é inviavel sem o auxilio computacional e sem essa matriz
ndo ha como andlisar as trasigées entre os estados de modo geral. Afim de viabilizar tal procedimento, foram
utilizados métodos de diagonalizagdo da matriz estocéstica com o auxilio do manipulador algébrico Maxima,
software livre de excelente computabilidade simbélico e numérica que possui pacotes com diversas ferramen-
tas relacionadas a areas afins, como por exemplo estatistica. Os resultados obtidos pelas manipulacées desse
problema podem ser utilizados como ponto de partida na busca de resultados mais praticos e que dependam
de predi¢des apartir de cadeias de Markov em que exije-se uma quantidade elevada de passos.

Esse procedimento baseia-se na obtengdo de uma matriz diagonal D cuja diagonal principal € constituida
dos autovalores de P e de uma matriz ndo-singular M em que seus vetores colunas sao os respectivos au-
tovetores de P. Deste modo tem-se,

P=M-D-M'&P*=M-D"- M.

Por motivos de espago e por nao ser o foco desse trabalho o tratamento delogado das técnicas matemati-
cas utilizadas, sera apresentado abaixo diretamente o resultado desejado.

Como o que se deseja € a probabilidade de que a n-ésima crianga ouca exatamente a mensagem original,
basta obter o elemento pg?) da matriz P™. Apos o célculo da matriz P™, otem-se

R P NS RE

Dessa Ultima equagao pode-se, por exemplo, determinar a probabilidade da 20< crianga ouvir a mensagem
original é igual a p'3” = 2982511 ~ 0 1251127734

Um resultado curioso, por refletir o carater simétrico dessa cadeia, é a distribuicdo invariante que é dada
por:

m=(3 355535838 5)

Por fim, sera apresentado um exemplo de Cadeia de Markov n&o regular na qual nao sera possivel deter-
minar a distribuicao limite, mas pode-se determinar a distribuigdo invariante a qual € de grande importancia
para se estabelecer o comportamento médio da cadeia.

Exemplo 04

Um ratinho é colocado dentro de uma caixa dividida em seis compartimentos interligados como mostra
a figura abaixo. Inicialmente o o ratinho ocupa gaiola A; e é treinado para mudar de gaiola atravessando
um tanel sempre que soa um alarme. Cada vez que soa o alarme o ratinho escolhe qualquer um dos tuneis
incidentes a sua gaiola com igual probabilidade e sem ser afetado por escolhas anteriores. Cacule a proba-
bilidade de que apds o alarme soar n vezes o ratinho ocupe a gaiola A,. Qual o comportamento médio de
visitacao desse ratinho nas gaiolas?



Ai A> As

Aa As As

Figura 6: Labirinto do ratinho

Seja { X ner =1{1,2,3,4,5,6} o0 conjunto de estados, onde A; =1, comi =1,2,3,4,5,6, representa a
1 - ésima gaiola. De acordo com o problema, cada vez que o alarme soa o ratinho escolhe qualquer um dos
tuneis incidentes a sua gaiola sem ser afetado por escolhas anteriores, sendo assim, é verdade que

PXnp1 =ilXn =1, Xn1 =1n1..., X0 = 10) = P(Xny1 =jlX,, = 1), e 0 processo é markoviano.

Denotando por P(Xn_H = ]’Xn = l) = Pi]', temos que P]z = P]4 = P32 = P36 = P4] = P45 = P63 = P65 =
%, P21 = P23 = P25 = Psy = Psg = P5g = % e as demais probabilidades de transi¢des sao 0. O que conduz a
matriz de transi¢ao a seguir:

1 1
12320,
3 3 3
0100013
P= ;oo%oo
0 30303
001010

Ap6s usar o mesmo procedimento do exemplo 3 para calcular a P™ e usando a distribui¢ao inicial Py =
[1 000 0 0] eadotando P(n) = P, -P™, obtém-se,

(T+ (=™ +23*“*23+1%(é)“)
(=DM G+

iy | (G2

S UL (PR (0

(DG m 6,

(== GE -2 =50

Aqui, PT(n) é a transposta do vetor P(n).
O elemento p}, da matriz P™ estabelece que ap6s o alarme soar n vezes o ratinho esté na gaiola A;, ou
seja:
(n)
P = (- GG AR
Observe que para qualquer n par, o vetor PT(n) fica
23220
0



E no caso de 1 impar, tem-se o vetor P'(n) da seguinte forma

0
2(114 + %(%)21(—!—1)
0
T —
P'(2k+1) = 2<l7+2_2k_3_%(%)2k+1)
0

2(17 _)-2%k-3 _ %(%)Zkﬂ)

O mesmo ocorrendo para todos os vetores linhas da matriz P™ quando tomamos n par ou impar. Deste
modo, ndo existe uma poténcia m tal que cada uma das entradas de P™ sejam todas estritamente positivas,
portanto essa cadeia ndo é regular, de modo que ndo ha como determinar a distribuigio assintética, lim P™.

n—oo

Diante disso, como podemos prever o comportamento desse ratinho a longo prazo? Pode-se, mesmo
para cadeias nao regulares, determinar a distribuicao invariante, essa distribuicao fornece o comportamento
médio de visitagbes do ratinho dentro das gaiolas, resultado muito expressivo para quem quer estabelecer o
comportamento médio de um animal dentro das condi¢des do problema apresentado.

Calculando a distribuicao invariante dessa cadeia, obtém-se:

7).

Elw

11
7 7

Elw

n=(}



6 Conclusao
O uso de softwares para simulagbes tem gerado resultados interessantes em diversas areas do conheci-
mento. No contexto de processos aleatérios isto ndo deixa de ser verdade. Com o surgimento de computa-

dores cada vez mais rapidos tem sido possivel obter resultados satisfatérios em ambientes estocasticos onde
antes do advento computacional era impraticavel devido as dificuldades algébbricas.
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