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Resumo

O trabalho descreve uma variante do Problema do Caminho Minimo que considera
restricoes de recursos e de subcaminhos proibidos. Este problema tem aplicagoes
em situagoes praticas, em especial a programacao de veiculos para realizar coletas
ou entregas de mercadorias em diversos pontos de uma cidade. O problema foi
modelado como um problema de programacao linear inteira, e o modelo resultante
foi testado com o uso das ferramentas llog CPLEX Optimizer e Gurobi Optimizer.
Também sao apresentadas outras possiveis abordagens para a solucao do problema.

Palavras-Chave: caminho minimo, restrigoes topoldgicas, restricoes de recursos,
subcaminhos proibidos.

1 Introducao

Um grafo é basicamente um conjunto de elementos, que podem representar as mais
diversas entidades, e conexoes entre esses elementos, representando as relacoes existentes
entre as entidades. Esses elementos sao chamados de vértices e as conexdes de arestas.
Caso as relagoes entre as entidades no grafo nao sejam simétricas, chama-se o mesmo
de grafo direcionado, ou digrafo, e as arestas de arcos. Nesse caso os arcos indicam a
direcao em que a relagao ocorre. Grafos sao muito tteis na representacao de problemas
nas mais diversas areas, podendo modelar de maneira muito intuitiva malhas viarias e
redes telefonicas por exemplo.

No Problema do Caminho Minimo (SPP - Shortest Path Problem), provavelmente
um dos mais conhecidos na Teoria dos Grafos, deseja-se encontrar um caminho entre dois

vértices dados, de modo que a soma dos valores associados as arestas que o constituem
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seja a menor possivel. Esses valores podem ter varios significados, como o tempo que
se leva para percorrer tal caminho, a quantidade de vértices no mesmo ou a distancia
total. O problema tem uma grande variedade de aplicacoes, as mais ébvias aparecendo
em areas como transportes e telecomunicagoes.

O SPP tem sido estudado por um longo periodo de tempo, o que possibilitou o sur-
gimento de técnicas eficientes que o solucionam, como os algortimos de Dijkstra [9],
Bellman-Ford [I7, 5] e Floyd-Warshall [12], os quais tém complexidade de tempo polino-
mial no nimero de vértices e arestas. Contudo, modificacoes aparentemente simples na
estrutura do problema podem aumentar bastante a dificuldade de resolu¢ao do mesmo,
geralmente transformando-o em um problema N P-Dificil. Por exemplo, restricoes to-
poldgicas, ao restringir a combinagao de vértices ou arestas, limitam a maneira que os
caminhos podem ser compostos; enquanto restricoes de recursos restringem os caminhos
quando sao associados recursos ao grafo e limites sao estabelecidos sobre os niveis que os
mesmos podem assumir.

A adicao de restrigoes de recursos ao SPP gera variantes como o Problema do Caminho
Minimo com Restri¢ao de Capacidade (SPPCC' - Shortest Path Problem with a Capacity
Constraint), onde sdo associados valores aos vértices e a soma dos valores associados aos
vértices que fazem parte da solugao nao podem ser superiores a um certo limite; ou o
Problema do Caminho Minimo com Janelas de Tempo (SPPTW - Shortest Path Problem
with Time Windows), no qual é definido o tempo gasto para percorrer cada arco e para
cada vértice é estipulado um limite superior e inferior de quando o mesmo pode vir a
fazer parte de uma solugao.

Esses problemas (SPPCC e SPPTW) sao casos particulares do Problema do Caminho
Elementar Minimo com Restrigoes de Recursos (ESPPRC - Elementary Shortest Path
Problem with Resource Constraints), o qual consiste em encontrar, dentre todos os ca-
minhos de um vértice origem s a um vértice destino ¢, um caminho elementar, ou seja,
um caminho no qual cada vértice é visitado apenas uma vez. Além disso, o custo desse
caminho deve ser minimo e o mesmo deve satisfazer um conjunto de restri¢coes definidas
sobre um conjunto de recursos.

Nesse contexto, um recurso corresponde a uma quantidade, como o tempo ou a carga
de um veiculo, que varia ao longo de um caminho de acordo com fungoes chamadas
Fungoes de Extensao de Recursos (REF - Resource Extension Functions [§]). Uma REF
¢ definida para cada arco (u,v) no grafo sobre cada recurso considerado. Uma tal funcao
limita inferiormente o nivel que o recurso correspondente pode ter no vértice v, dado o
nivel do recurso no vértice u. Assim, as restri¢oes de recursos sao dadas como intervalos,
que correspondem a niveis minimo e maximo de variacao dos recursos em cada vértice

do grafo para cada recurso considerado. Os niveis de variacao devem ser respeitados ao



longo dos caminhos.

O ESPPRC é um problema fortemente N'P-Dificil, provado por Dror [10], e tem sido
estudado por vérios autores [7, [T, [16]. Até o momento, a maioria das solu¢oes propostas
sao baseadas em algoritmos pseudo-polinomiais de corregao de rétulos. Righini e Salani
[21], 20] propdem algoritmos de programagcao dinamica para o ESPPRC que fazem uso de
técnicas avancadas, tais como técnicas de programacao dinamica bidirecional e relaxacgao
decrescente do espaco de estados (DSSR - Decremental State Space Relazation).

A adicao de restrigoes topoldgicas ao SPP gera variantes como o Problema do Caminho
Minimo com Pares Impossiveis (SPPIP - Shortest Path Problem with Impossible Pairs),
onde para alguns pares de vértices apenas um deles pode fazer parte da solucao; ou
o Problema do Caminho Minimo com Subcaminhos Proibidos (SPPFP - Shortest Path
Problem with Forbidden Paths), em que alguns trechos de caminhos nao podem estar
presentes na solucao.

O Problema do Caminho Elementar Minimo com Subcaminhos Proibidos (ESPPFP
- Elementary Shortest Path Problem with Forbidden Paths) ¢ uma variante do problema
de caminho minimo com restricoes no qual as restri¢coes adicionais vem em forma de
um conjunto de caminhos (sequéncias de arcos) proibidos, que nao podem fazer parte de
nenhuma solucao viavel. Ou seja, o problema consiste em encontrar um caminho de custo
minimo de um vértice origem s ao vértice destino ¢, sem que algum caminho proibido
seja percorrido durante o processo.

Szeider [22] provou que o problema de encontrar um caminho minimo simples com
restricao de subcaminhos é N'P-Dificil para determinadas classes de grafos, mesmo con-
siderando caminhos proibidos pequenos. Se todos os caminhos proibidos tém tamanho
menor ou igual a dois, o ESPPFP pode ser resolvido em tempo polinomial através de
reducoes para o SPP, como descritas por Giesel [14]. Embora com uma quantidade con-
sideravel de pesquisas a seu respeito, o ESPPFP ainda necessita de estudos. Villeneuve
e Desaulniers [23] propuseram uma solugao para o ESPPFP onde o algoritmo de reco-
nhecimento de padroes de Aho e Corasick [4] é usado para filtrar os caminhos produzidos
por um algoritmo de caminho minimo (para o SPP). Se o caminho é aceito pelo filtro,
este nao possui trechos proibidos e é valido. Caso nao seja aceito, o mesmo possui al-
gum subcaminho proibido sendo tal trecho identificado pelo algoritmo de Aho e Corasick.
Para contornar este caminho invalido o algoritmo de Villeneuve e Desaulniers utiliza a
abordagem de desvio de caminho de Martins [I8] para construir uma rota alternativa.

Uma outra solucao, proposta por Ahmed e Lubiw [3], também utiliza a abordagem
de Martins para nao percorrer um caminho proibido quando este é encontrado em um
caminho minimo. Entretanto, diferente da solucao de Villeneuve e Desaulniers, a solucao

de Ahmed e Lubiw nao faz uso de um conjunto de caminhos proibidos previamente



conhecido. Para que sejam encontrados tais caminhos esta solucao utiliza a técnica de
tentativa-e-erro: quando uma tentativa de percorrer um caminho acarreta em algum erro,
tal caminho é tratado como caminho proibido e um desvio é criado.

Neste projeto foi abordada uma variacao do problema do caminho minimo com res-
trigoes, discutida pela primeira vez por Foulds e Longo [13], o Problema do Caminho
Elementar Minimo com Restri¢oes de Recursos e Subcaminhos Proibidos (ESPPRCFP
- Elementary Shortest Path Problem with Resource Constraints and Forbidden Paths).
Este problema mescla restrigoes dos dois problemas, ESPPRC e ESPPFP, descritos an-

teriormente:

(i) Cada arco tem associado a si o consumo de véarios recursos, os quais devem ser
acumulados ao longo do caminho e, para cada recurso, os niveis do mesmo em cada

vértice devem ser respeitados;

(i) H4 um conjunto finito de subcaminhos, dos quais nenhum deve fazer parte de uma

solucao para o problema.

2 Motivacao

O estudo do ESPPRCFP foi motivado principalmente pela possibilidade de sua aplicacao
em certas situagoes praticas, como a programacao de veiculos para realizar coletas ou en-
tregas de mercadorias em diversos pontos de uma cidade.

Esse cenario é tipicamente enfrentado por gerentes de cadeias de abastecimento ao
planejar rotas de veiculos de entrega de suprimentos. Geralmente, estes veiculos fazem
viagens de longa distancia atendendo véarias cidades e em cada cidade devem entregar
varios tipos diferentes de suprimentos para bares, restaurantes, supermercados e outros
pontos de varejo. Ao chegar numa cidade o veiculo deve fazer entregas em um nimero
de locais ao menor custo possivel e sujeito a vérias restrigoes.

Cada tipo de suprimento, por exemplo, estd sujeito a uma restricao de quantidade.
Desta forma, os suprimentos podem ser representados por vetores de recursos multidi-
mensionais, que sao acumulados ao longo do caminho de visita aos clientes pelo veiculo
de entrega. A quantidade total de cada suprimento entregue deve estar sempre entre
limites inferior e superior dados. Além disso, o caminho por onde o veiculo pode passar
na cidade é restrito, uma vez que certas sequéncias de ruas nao podem ser usadas por
tais veiculos. Por exemplo, sequéncias que implicam numa conversao proibida ou ruas
estreitas por onde o veiculo nao é capaz de passar.

Ao terminar as entregas agendadas, com o menor custo possivel e sujeito as restrigoes

mencionadas, o veiculo deixa a cidade e retorna a rodovia. Como o ponto de saida da



cidade geralmente nao coincide com o ponto de entrada, o problema acaba se tornando
uma questao de encontrar um caminho de custo minimo entre um acesso e uma saida da
cidade, sujeito a restrigoes de recurso e subcaminhos proibidos.

Outra motivagao para o estudo do problema ¢é a possibilidade futura de utilizacao
do mesmo durante a geragao de colunas em algoritmos Branch-and-Price [§] voltados a
solugdo de Problemas de Roteamento de Veiculos (VRP - Vehicle Routing Problems).

Como exposto por Pecin [19], a natureza combinatorial dos VRPs sugere que os mes-
mos sejam formulados e resolvidos como um problema de Programacao Linear Inteira
(PLI). Muitos métodos exatos para PLIs baseiam-se no paradigma Branch-and-Bound,
no qual a busca de uma solucao étima é estruturada em uma arvore, onde cada né repre-
senta uma parte do espaco de solugoes. Relaxacoes do problema podem ser usadas em
cada né6 da arvore Branch-and-Bound para o calculo de limites inferiores (ou superiores
no caso de maximizagao) para o valor de uma solugao 6tima. Assim, se o limite inferior
para algum né da arvore for maior que o menor limite superior conhecido (ou seja, a
melhor solugao vidvel encontrada até o momento), entao esse né pode ser seguramente
descartado da busca.

Quando a formulagao para um problema de PLI é bem estruturada, isto é, quando
ha determinados conjuntos de varidaveis onde algumas restri¢oes nao sao sobrepostas, €
possivel usar a técnica de decomposigao de Dantzig-Wolfe [6] para decompor o problema
original em subproblemas menores, e combinar suas solugoes em um problema mestre. O
problema mestre é, em geral, pequeno no nimero de restrigoes, mas pode ter um grande
numero de variaveis. Uma relaxacao linear do problema mestre é uma forma diferente de
calcular o limite inferior, podendo ser, em muitos casos, um limite melhor que o obtido
com a relaxacao linear do problema original. Para calcular este limite o subproblema deve
ser resolvido, iterativamente, até encontrar o valor 6timo da fungao objetivo do problema
mestre. Esse processo é conhecido como geracao de colunas, uma vez que a solucao dos
subproblemas da origem a novas colunas no problema mestre e quando o mesmo ¢ inserido

em um algoritmo Branch-and-Bound, tem-se um algoritmo Branch-and-Price.

3 Modelagem

Nesta secao é feita uma descricao mais formal de como os problemas apresentados
anteriormente podem ser modelados em grafos. Nas subsegoes e sao descritas
modelagens para o ESPPRC e ESPPFP, respectivamente. Na subsecao sao descritas
modelagens para o ESPPRCFP.

As subsegoes seguintes fazem uso de um digrafo simples G = (V,A), onde V =

{v1,vg,...,v,} é 0 conjunto de vértices e inclui um vértice origem s e um vértice destino



t,e A= {(vi,v;) | vi,v; € V} é 0 conjunto de arcos. A funcao c: A — R define os custos
dos arcos e ¢;; representa o custo do arco (v;,v;). Um caminho em G contém pelo menos

um arco e seu custo é dado pela soma dos custos dos arcos que o constituem.

3.1 ESPPRC

O objetivo do ESPPRC ¢ encontrar em G um caminho elementar de custo minimo,
de um vértice origem s a um vértice destino ¢, que satisfaca um conjunto de restricoes de
recursos ao longo de seu trajeto. Dados R recursos, a REF d” : A — R define o consumo
do recurso (1 < r < R) associado a cada arco de G. A notagio dJ representa o consumo
do recurso r no arco (v;,v;). Assume-se que os valores d]; satisfazem a desigualdade
triangular para todo recurso r, ou seja, d;; < djj + dg;, V v;, v, v, € V. Para cada vértice
v; € V e recurso r, associam-se dois valores nao negativos a; e b/, tal que o consumo
acumulado do recurso r ao longo de um caminho de s para v; deve pertencer ao intervalo
lal,b]].

177

3.2 ESPPFP

No ESPPFP o objetivo é encontrar em GG um caminho elementar de custo minimo, de
um vértice origem s a um vértice destino ¢, sob a restricao de que nenhum subcaminho
proibido seja parte do mesmo. O conjunto F' de subcaminhos proibidos em G é definido
por sequéncias nao-vazias de arcos (v(1y, v(2)), (V(2), V(3))s - (Vk—1), V(r)), com 1 < k < |V

e vy €V, e cada uma define um caminho de um vértice v(;y a um vértice v(y).

3.3 ESPPRCFP

No ESPPRCEFP, além dos R recursos existentes no ESPPRC (segéo e consumos d;;
associados, é dado um conjunto F' de subcaminhos proibidos como no ESPPFP (segao
. O objetivo do ESPPRCFP é encontrar em G um caminho elementar de custo
minimo, de um vértice origem s a um vértice destino ¢t que satisfaca todas as restrigoes

de recursos ao longo de seu trajeto e tal que nenhum f € F seja parte do mesmo.

3.3.1 Modelagem PLI

O ESPPRCFP também pode ser modelado como um problema de PLI, como descrito
nas equagoes a @ Neste modelo cada arco (v;,v;) € A é associado a uma variavel
bindria x;; que indica se o mesmo faz ou nao parte de um caminho minimo viavel. A
variavel ¢/ corresponde ao consumo acumulado do recurso r num caminho da origem s ao

vértice v;. As constantes d[j e ¢;; representam, respectivamente, o consumo do recurso r



no arco (v;, v;) e o custo do mesmo, enquanto as constantes a] e b} representam os limites

inferior e superior aceitdveis de consumo do recurso r ao chegar no vértice v;.

Minimizar Z = Z CijTij; (1)
(Ui,vj)EA
-1, 1=,
sujeito a Z Ty — Z Tip = 0, i#s, (2)
(vjvi)€A (vi,vE)EA 17 i = :
ti +djy —tj + Mzy < M, r=12,...,R; (3)
(vi,v5) € A;
airét{ Sb: 7’:1,2,...,R; (4)
v; € V,
Y oy < |fl-1, VfeEF; (5)
(visvj)ESf
Lij S {0, 1}, (”UZ',UJ‘) € A. (6)
onde
1, se (v;,v;) faz parte de um caminho minimo vidvel;
xij =
0, caso contrario; e
M = um ndmero real qualquer, suficientemente grande.

A equacao ¢ a funcao que descreve o custo da solucao e portanto deve ser mi-
nimizada. As restrigoes garantem a elementaridade da solucao. Para cada vértice,
se um arco que termina no mesmo faz parte da solucao, um arco saindo deste também
deve fazer parte da solucao, com exce¢ao dos vértices origem s e destino t, para os quais
deve-se ter, respectivamente, um arco saindo e um arco terminando apenas. As restrigoes
sao necessarias para que o valor de ¢/ sejam calculados de forma correta, ou seja, se
o arco (v;,v;) faz parte da solucao deve-se ter t] =t/ + d;. As restricoes (4)) garantem
que os niveis de cada recurso estao de acordo com os limites impostos. As restri¢oes
garantem que nenhum caminho proibido f € F faz parte da solugao. As restricoes @

garantem a integralidade das varidveis z;;.

4 Resultados Obtidos

O modelo descrito na secao foi implementado e testado com as ferramentas Ilog
CPLEX Optimizer [1] e Gurobi Optimizer [2]. O CPLEX Optimizer é uma ferramenta ba-



seada no método Sitmplex que fornece solucionadores flexiveis e de alto desempenho para
problemas de programacao linear, programacao inteira mista, programagao quadratica
e problemas de programacao quadratica limitadas. O Gurobi Optmizer é um soluciona-
dor no estado da arte para problemas de programacao linear, programagcao quadratica e
programacao inteira mista, desenvolvido desde o inicio de modo que pudesse explorar ao

maximo as arquiteturas multi-core atuais e fazer uso eficiente do paralelismo.
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Figura 1: Instancia de teste do ESPPRCFP.

3

O modelo foi testado com a instancia mostrada na figura[l] Dado o grafo G = (V, A),
V ={s,2,3,...,28,29,t} é o conjunto de vértices e os mesmos sdo agrupados em: G; =
{s}, Go ={2,3,....8}, G3 = {9,10,...,15}, G4 = {16,17,...,22}, G5 = {23,24,...,29}
e Go = {t}. A= {(vi,vj) | v € Gyev; € Gyy1,1 < x < 5} é o conjunto de arcos.

Sao considerados R = 3 recursos, s = 1 é o vértice origem e t = 30 é o vértice destino.



F = {(17,23)} contém o caminho proibido. As constantes sdo calculadas de acordo com:

c; =1+7], (i,j) € A, sao os custos dos arcos;

diy=i+j+r (i,j) €A r=12,..., R, ¢o consumo do recurso r no arco (i, j);
CLZT:Z—FT,ZEV,T:LQ”R,

b/ =i+ 10r, ¢ nao primo, i # 30, i€V, r=1,2,...  R;

b/ =i+ 120r, i primo, i =30, i€V, r=1,2,...,R.

O menor caminho sem considerar restri¢oes é (s,2,9,16,23,¢) e tem custo 131. Entre-
tanto, esse caminho viola a restri¢ao : alg = 16 +1 = 17, blg = 16 + 10 = 26 e
tis = 42. O menor caminho que satisfaz a restrigao (4)) é (s,2,9,17,23,t) e tem custo
133. Entretanto, ele viola a restrigao , uma vez que contém o subcaminho proibido
(17,23). Um caminho de custo minimo que satisfaz as restri¢oes é: (s,2,9,19,23,¢) com
custo 137.

As implementacoes usando as duas ferramentas obtiveram bons resultados, encon-

trando com sucesso a solucao 6tima em tempos satisfatorios.

5 Consideracoes Finais

A elaboracgao de novas instancias de testes acabou se mostrando um processo compli-
cado que continua em execugao.
Além da abordagem escolhida para resolver o problema existem outras técnicas que

possivelmente também podem ser usadas para encontrar uma solugao, por exemplo:

e Algoritmos de programacao dinamica, como os estudados por Pecin para solucionar
o ESPPRC, provavelmente podem ser adaptadas para levar em consideracao as

restricoes de subcaminhos proibidos adicionais;

e Uso de algoritmos de enumeracao de caminhos minimos até que um caminho viavel

seja encontrado;

e Modificacoes nas técnicas usadas nas referéncias bibliograficas para a solucao do
SPPFP e SPPRC.

Como trabalho futuro, pretende-se estudar e desenvolver técnicas alternativas a PLI

para a resolucao do ESPPRCFP, em particular, algoritmos de programacao dinamica.
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