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1. INTRODUCAO

O presente trabalho é resultado de estudos realizados em um projeto de Iniciagdo
Cientifica desenvolvido no Campus Catalao da Universidade Federal de Goids, que buscou
encontrar condi¢des sobre os coeficientes de polindmios de 2°, 3° e 4° graus para a existéncia
ou ndo de raizes reais, bem como as suas multiplicidades, a partir de andlise grifica do
discriminante destes polindmios. E, em um segundo momento, estudar o espago de trabalho
de robds manipuladores ortogonais 3R.

Hé muitos anos que se tem referéncia a métodos de célculos e férmulas polinomiais.
Conforme abordado em Aaboe (2002), os babilonios, em 1700 a.C. ja conheciam regras para
encontrar raizes dos polindmios quadraticos. Em 600 a.C., os hindus também ja solucionavam
equacdes quadriticas, e os babilonios ji dispunham de alguma manipulacdo algébrica que
usavam casos especiais da formula quadritica (BOYER, 1974).

Durante quase trés mil anos procurou-se por métodos para solucionar problemas que
envolviam equagdes do terceiro grau. No ano de 1545, o sabio italiano Girolamo Cardano
publicou em sua obra, intitulada “Ars Magna”, solucdes para as cuibicas de Sipione del Ferro
e a solucdo para as quarticas de Ludovico Ferrari (IEZZI, 1993).

Mais tarde, Paolo Ruffini, que era médico e matemdtico, provou, com algumas falhas
em sua argumentacdo, a impossibilidade de resolver algebricamente a equacdo de grau 5
(BAUMGART, 1992). Somente no inicio do século XIX é que foi dada a primeira prova sem

erros da impossibilidade de se resolver a equagdo do 5° grau, por N. H. Abel. A caracterizacio
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das equagdes F(x) = 0, de grau n qualquer, que sdo soliveis por radicais, por meio de uma
propriedade de certo grupo Gy de permutagdes de suas raizes, foi dada por E. Galois
(BASTOS, 2004). Com isso, surgiu a teoria dos grupos e concluiu-se que a equagdo geral de
grau n = 5 ndo pode ser resolvida por radicais.

Nos dias atuais, as funcdes polinomiais ainda sdo temas de investiga¢do tanto no
campo computacional como no campo tedrico. Uma particular drea em que se aplica é a
robética, em que o espaco de trabalho de manipuladores ortogonais 3R pode ser representado
por um polindmio de grau 4 (BAILI et. al., 2003; OLIVEIRA et al., 2010; WENGER, 2007).

Neste trabalho, a partir de andlise grafica do discriminante dos polindmios de 2°, 3° e
4° graus, sdo apresentadas condi¢des sobre os coeficientes destes polindmios para a presencga
ou ndo de raizes reais, bem com as suas multiplicidades. Além disso, € apresentado um estudo

do espago de trabalho de manipuladores ortogonais 3R a partir de um polindmio de grau 4.

2. OBJETIVOS

Foram dois os objetivos propostos neste trabalho. Primeiro, analisar os polindmios
quadréticos, cubicos e quarticos quanto ao nimero de raizes reais que eles podem apresentar,
investigando o que ocorre em cada regido do plano limitada pelo seu discriminante. E,
segundo, estudar um polindmio de grau 4, que resolve o Modelo Geométrico Inverso e que
representa o espago de trabalho de manipuladores ortogonais 3R, relativamente a presenga ou

ndo de raizes reais triplas.

3. METODOLOGIA

O desenvolvimento do projeto de Iniciacdo Cientifica foi dividido em duas fases. Na
primeira fase, um estudo dos polindomios de 2°, 3° e 4° graus foi desenvolvido em relagdo as
raizes reais que eles podem ou ndo apresentar. No desenvolvimento de tal estudo fez-se uso
do discriminante dos polindmios, o qual tem o papel de informar o tipo de solucdo que a
equacdo polinomial possui, e neste caso, de auxiliar na obtengdo de condi¢des entre os
coeficientes e as raizes do polindmio em estudo.

Nesta fase, para os casos dos polindmios de grau 3 e grau 4, algumas transformacdes,
que sdo mais detalhadas na proxima secdo, foram realizadas com a finalidade de reduzir o
ndmero de coeficientes dos polindmios e, com isso, simplificar a andlise proposta. A partir
disso, buscando informacdes sobre raizes que se repetem, resolveu-se um sistema formado
pela equacdo polinomial e pela equacdo da derivada do polindmio. A solucdo de tal sistema

proporcionou obter a expressao do discriminante, o qual gerou uma curva (superficie, no caso



do polindmio de grau 4) que dividiu o espaco dos coeficientes em regides. Tomando os
coeficientes dentro de cada uma das regides, o grafico do polindmio foi analisado quanto ao
tipo de raiz real que ele possui.

Na segunda fase, o espago de trabalho de manipuladores ortogonais 3R foi descrito e,
seguindo a idéia apresentada em Oliveira et al. (2010), em Wenger (2007) e em Zein (2005),
obteve-se um polindmio de grau 4. O estudo desse polindmio possibilitou identificar regides,
no espaco determinado por dois dos parametros que ddo as dimensdes do robo, onde ocorrem
certos tipos de singularidades no espaco de trabalho. Tal identificacdo se deu a partir da

observancia da se¢do radial plana do espago de trabalho.

4. ANALISE DE POLINOMIOS DE 2°, 3° E 4° GRAUS

De maneira geral, um polindmio € uma func¢io complexa P,: ¢ — (, sendo (' o
conjunto dos ndmeros complexos, definida por B,(x) = apx™ + ap_1x™ 1+ -+ ayx + ay,
com os coeficientes @; também sendo ndmeros complexos. Quando a, # 0 diz-se que o
polinémio P, tem grau n.

Particularmente, t€m-se os polindmios cujos coeficientes a; sdo todos nimeros reais.
Assim sendo, a restricio de P, ao conjunto 9 dos nimeros reais resulta em uma funcgdo
polinomial de 9 em 9.

Normalmente no estudo de polindmios tem-se interesse por suas raizes. A raiz de um
polindmio P, € um nimero complexo r tal que P,(r) = 0. Quando uma raiz se repete por m
vezes, dize-se que ela € raiz de multiplicidade m. Se m = 1, diz-se, simplesmente, que ela é
raiz simples.

Observe que r € raiz do polindmio P, se, e somente se, r é raiz deste mesmo polindmio
P,, multiplicado pelo termo 1/a,. Ou seja, P, e (1/a,)P, tém as mesmas raizes, sendo que neste
ultimo o coeficiente de maior grau é 1. Assim sendo, sem perda de generalidade, pode-se
supor que a, =l, e, portanto, no estudo das raizes de polindmios aqui realizado, por
simplicidade, serd considerado que o coeficiente de maior grau do polindmio € igual a 1.

O estudo das raizes do polindmio de grau 2 serd realizado a partir da conhecida
féormula de Béskhara, da qual se extrai a expressdao do determinante. Em Moreira (1994) e
Lima (1987) s@o apresentadas algumas técnicas de resolver equagdes polinomiais de 3° grau e
em Moreira (1994) também a de 4° grau. De modo diferente, neste trabalho, o estudo dos
polindmios de graus 3 e 4 se iniciard pela busca daquelas raizes que se repetem. Se uma raiz
se repete significa que ela é também raiz da derivada do polindmio. Assim, as raizes de um

polindmio P, que se repetem s@o aquelas que satisfazem ao seguinte sistema de equagdes:



{Pn(x) =0 0

I nl(x) =0
4.1. Polinomios de Grau 2
Considere o polindmio de grau 2, P,(x) = x? + bx + c¢. Como se estd interessado no
estudo das raizes, pretende-se encontrar as solugdes da seguinte equagao:

x>+ bx+c=0. (2)

Para resolver a Eq. (2) basta utilizar-se do “completamento do quadrado”, o qual

consiste em encontrar os valores de e S tais que

x2+bx+c=@x+a)’+B=x*>+2ax+a?+p. 3)
2
Igualando os coeficientes dos polindmios na Eq. (3) tem-se que a = ge B=c— b:.
Substituindo estes valores de ae B, a Eq. (2) torna-se
b\? _ b2
(e -2 @

de maneira que as solugdes da Eq. (2) sdo expressas da seguinte forma, conhecida por férmula

de Baskhara:

_ —b+VbZ—ac

X > ,

®)

sendo que D, = b? — 4c é chamado de discriminante do polindmio de grau 2. A Fig. (1)
exibe a curva desse discriminante, dada por D, = b?> —4c=0.

Os valores dos coeficientes b e ¢ pertencentes a curva do discriminante D;, que é uma
pardbola, correspondem a polindmios que tem uma raiz de multiplicidade 2, sendo que se b <
0 a raiz serd positiva e se b > 0 ela serd negativa, como pode ser observado na Fig.(1).
Enquanto que os valores de b e ¢ que ndo pertencem a curva D, = 0 se referem a polindmios
que ndo tém raizes que se repetem.

Os pontos (b, ¢) que se encontram na regido abaixo da pardbola correspondem a



polindmios que apresentam duas raizes reais distintas, de modo que:

a) Se b e c sdo positivos, as duas raizes sdo negativas;

b) Se b é negativo e ¢ é positivo, as duas raizes sdo positivas;

c) Se c € negativo, uma raiz € negativa e outra € positiva;

d) Se c=0eb>0 (isto é, sobre o eixo b positivo), uma raiz é negativa igual a —b e a
outra € o zero;

e) Sec=0eb <0 (ouseja, sobre o eixo b negativo), uma raiz € positiva igual a —b e
a outra € o zero.

Ja aqueles pontos (b, c¢) localizados na regido acima da pardbola correspondem a

polindmios que ndo apresentam raizes reais (Veja Fig. (1)).

Figura 1. Gréfico do discriminante D, do polindmio de grau 2 e exemplos de alguns

polindmios quadraticos para algumas regides.

4.2. Polinomios de Grau 3
Seja o polindmio de grau 3 dado por P3(x) = x3 + bx? + cx + d. Por um processo,
conhecido por “completamento do cubo”, é possivel transformar o polindmio ctibico original

em outro polindmio ctbico sem o termo de segundo grau. De fato,



P3(x)=x3+bx2+cx+d=x3+3(§)x2+3(§)2x+(2)3+(c—l;—2)x+d—2—3

3 . : "(6)
=(x+3) +p(x+3)+a
b? 2b%  bc . ~ .
sendop =c¢ — S eqa=——-5+t d. Com isso, basta resolver a equagcdo reduzida
P;(x) =x3+px+q=0. (7)

~ ~ . ) b A
Note que as solugdes x; da equagdo reduzida fornecem as raizes x; — 3 do polindmio

cubico original.
As raizes repetidas do polindmio cubico dado pela Eq. (7) sdo solu¢des do sistema

expresso pela Eq. (1), que neste caso, torna-se

{P3(x)=x3+px+q=0 ®
P/(x)=3x2+p=0 '
Da segunda equacdo do sistema (8), tem-se p = —3x2 < 0. Substituindo na primeira
2 3
equacio deste sistema, obtém-se ¢ = 2x3. Assim, q: =x%e 122—7 = —x®. Portanto,
2 3
L1l =o. 9)

4 27

2 3
A expressdo D3 = q: + 122—7 ¢ chamada de discriminante do polindmio de terceiro grau,

e a curva dada pela Eq. (9), D3= 0, é apresentada na Fig (2). Os pontos (p, ¢g) pertencentes a
esta curva correspondem a polindmios que tém raiz que se repete, sendo que aqueles em que
q # 0 tém uma raiz real de multiplicidade 2 e a outra raiz é simples, enquanto que o ponto
(», @) = (0, 0) corresponde ao polindmio com o zero como raiz de multiplicidade 3.

Ja os pontos (p, g) que ndo pertencem a curva D3 = 0 conduzem a polindmios que nao
apresentam raizes repetidas. Como pode ser observado na Fig. (2), a regido entre os ramos da
curva corresponde a polindmios que tem trés raizes reais distintas, ao passo que a regido
externa a curva corresponde a polindmios que tem uma Unica raiz real, sendo, portanto, as

outras duas complexas.
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Figura 2. Grafico do discriminante D3 do polindmio de grau 3 e exemplos de alguns

polindmios cubicos para algumas regides limitadas pela curva D3 = 0.

4.3. Polinomios de Grau 4
De maneira semelhante ao que foi feito para o polindmio de grau 3, pelo processo de

“completamento da quarta poténcia”, o polindmio de grau 4, P,(x) = x* + bx3 + cx? +

dx + e, pode ser escrito na forma P,(x) = (x + 2)4 +p (x + g)z +q (x + g) +r, com

b? bc = b3 b%2c bd 3b .
p= C—3?, q= d—?+; e r= e+?—7—ﬁ. Desta forma, basta considerar o

polindmio de quarto grau escrito na forma reduzida
PLx)=x*+px?*+qx+r (10)
Neste caso, as raizes repetidas sdo solugdes do seguinte sistema de equagdes

{P4(x)=x4+px2+qx+r=0 (11

P (x) =4x3+2px+q=0 "~



O sistema (11) fornece ¢ = —4x3 — 2px e r = 3x* + px?. Entio, o conjunto Dy das
ternas (p,q,7) = (p, —4x3 — 2px, 3x* + px?), variando os valores de p e x, descreve no
espaco tridimensional de p, g e r o lugar das raizes repetidas do polindmio P, descrito na Eq.
(10), o qual é uma superficie que representa o discriminante deste polindmio. Assim, os
pontos (p, ¢, r) que pertencem a esta superficie sdo aqueles que fornecem raizes repetidas,
enquanto que os outros nao.

Fixando o valor de p, os pontos (p, g, r) descrevem uma curva que € um corte da
superficie. Se p = 0, a regido interna a curva corresponde a polindmios que ndo tem raizes
reais e a regido externa a polindmios que tém duas raizes reais. A Fig. (3) apresenta a curva

gerada quando o valor de p é negativo; neste caso, p = 2.

q

Figura 3. Curva secdo do discriminante do polindmio P(x) = x* + px? + gx + 7,

parap =-2.

Analisando as regides limitadas pela curva obtida quando p = -2, t&€m-se as seguintes

situacdes:



a)

b)
c)

d)

e)

O interior da regido conhecida como rabo de peixe, devido ao seu formato,
corresponde a polindmios com quatro raizes reais distintas;

A regido abaixo da curva corresponde a polindmios com duas raizes reais distintas;
A regido interior a curva, acima do ponto de cruzamento dela, corresponde a
polindmios que ndo tem raizes reais;

Os pontos pertencentes a curva, exceto o de cruzamento e os dois que sdo “bicos”
acentuados, correspondem a polindmios com uma raiz de multiplicidade 2 e duas
complexas;

O ponto de cruzamento da curva (neste caso, (-2, 0, 1)) é o ponto que corresponde
ao polindmio que tem duas raizes de multiplicidade 2 ou duas raizes dupla;

Os dois pontos da curva que formam “bicos” bem acentuados sdo correspondentes
a polindmios que apresentam uma raiz de multiplicidade 3 ou tripla e a outra

simples.

Os pontos que resultam em raizes reais de multiplicidade 3 ou raizes triplas sao

conhecidos por pontos de ciispide e os pontos que resultam em duas raizes reais de

multiplicidade 2 sdo conhecidos por pontos de no (ZEIN et al., 2005).

5. UM ESTUDO DE MANIPULADORES ORTOGONAIS 3R

A Fig. (4a) exibe o esquema de um robd manipulador 3R geral, em que as trés juntas

sdo rotacionais e os parimetros aj, ay, as, dy, d3, o1 € o s@o os pardmetros de Denavit-

Hartenberg e 6), 6, e s sdo as varidveis de junta.

Secdo radial plana

(sohdo de rev olu C )
(b)

Figura 4. (a) Esquema de um rob6 manipulador 3R, juntamente como os parimetros de

Denavit-Hartenberg. (b) Espago de trabalho do manipulador 3R.

Na Fig. (4b) tem-se um exemplo de um espaco de trabalho deste manipulador,



apresentando um corte radial exibindo a se¢do raidal plana. O espaco de trabalho € o conjunto
dos pontos atingiveis pela sua extremidade livre. Note que ele € um sélido de revolugao.

Aqui serdo estudados os manipuladores 3R em que & = - 90° e & = 90°, denominados
robds manipuladores 3R ortogonais, e sem defasagem sobre o dltimo eixo, ou seja, dz = 0.
Além disso, objetivando normalizar e reduzir o nimero de pardmetros, adota-se, sem perda de
generalidade, que a; = 1. Assim, os parametros a serem considerados serdo apenas az, az € ds.
Segundo Bergamaschi (2004), ap6s algumas manipulacdes algébricas, € possivel descrever os
pontos (x, y, z) do espaco de trabalho do manipulador ortogonal 3R, variando as varidveis das

juntas, como sendo dados pelas Eqs. (12)

x = [1+ (a, + azcosBs)cosh,]|cosb; — (d, + azsenbs)senb,
y = [1+ (a, + azcosO3)cosh,|send; + (d, + azsenbs)cosb, (12)
z = —(a, + azcosbfs)senb,
A fim de obter uma condi¢@o sobre a tultima varidvel 65 apenas, deve-se eliminar as
variaveis 0, e 6, do sistema (12). Para isto, serdo adicionadas as relagdes trigonométricas

sen?0; + cos?6; = 1, para i = 1, 2, 3, as Eqgs. (12), resultando num sistema algébrico de 6

equacoes:

(fi = x —[1+ (a3 + ascos63)cosbB,]cos; — (d, + azsenbs)senb 1

fo =y —[1+ (a3 + a,cos03)cosO,]send; + (d, + a,senbs)cos6,
=z + (a3 + a,cos63)senf
f3 ( 3 4 3) 2 (13)

fi = cos?0; + sen?8, — 1

fs = cos?0, + sen?8, — 1

\fs = cos%0; + sen?0; — 1

Para a eliminacdo de 6 e 6 deve-se calcular uma base de Groebner para o ideal
gerado pelos polindmios fi, f, f3, f4, f5 € f¢ (OLIVEIRA et al., 2010). Tal base é formada

pelos polindmios



p1(03) = cos?0; + sen?0; — 1 ;
p2(03) = mgcos?0; + mysen?6; + mycosO3sends + mycosl; + mysenf; + my  (14)

sendo

2
mgy = —x2 - yZ + d22 + (R+1 L) ; mq = 2d2a3 + (L —R— 1)d2a3

(15)

m, = (L —R— 1)a2a3; msg = 2d2a2a32; my = a32(d22 + 1), ms = a22a32
comR=x%+y%+z%e L=a?+a,®>+d,*.
Admitindo a mudanga de varidvel t = tg (%), tem-se as seguintes identidades:

_ (a-t?) 2t
cosO; = e © sen 05 = EvE)

(16)

Substituindo as identidades (16) no polindmio p,(6s) expresso na Eq. (14), obtém-se o

seguinte polindomio:

ms(1—2t2 +t*)  4dmut?  (my—mst?)2t  (my, —myt?)  2myt

t) =

P2(D) A+ A+ Arez T axr) i ™
a7)

Fazendo as devidas simplificagdes, o polindmio p(¢) expresso na Eq. (17) torna-se:
P(t) = at* + bt3 + ct? + dt + e, (18)

sendo
a =mg—my+ mg; b=-2m;+2m,

19)

¢ = —2mg +4my + 2mg; d=2mz+2m;; e=ms+m,+m,

Se o polindmio P(¢), definido na Eq. (18), admitir raiz real tripla, entdo o manipulador

é dito ser cuspidal; caso contrario ndo (ZEIN et al., 2005). Entdo, a identificacio de



manipuladores cuspidais depende da solug@o do seguinte sistema:

P(t, a,, a3,d2,R,Z) =0

aP
E(t, az,a3,d2:R:Z) =0 (20)

82p
W(t, az,a3,d2,R,Z) = O

Oliveira et al. (2010) aborda que apds eliminagdes de ¢, R e Z, utilizando ferramentas
algébricas, depois de varias mudancas de varidveis e novamente usando as bases de Groebner,

é possivel obter um sistema triangular, o qual permite escrever os cinco polindmios dados na

Eq. (21), expressos apenas em fungdo dos parametros dy, a; € as:

9g1: dzz + azz - a32 =0

g2 az? [(1 + d22+a22)2 — 4a22] (d° + a2 —az?) —dy,* a,2 =0

< .93: d22a3 —ay + as = 0 (21)
ga: (a; — D%(a? — a3?) + dy* 4, = 0

gs : (ap + D*(a? —az®) + dz2 a,> =0
\

As equagdes g;, expressas na Eq. (21), produzem superficies que dividem o espago dos

parametros d», a; e az em regides. Admitindo d, = 1 e escrevendo o pardmetro az em fungéo
do pardmetro a,, obtém-se a curva C; descrita por g,, a curva C, descrita por gs, a curva Cs

descrita por g4, para a, < 1 e a curva C, descrita por g4, para a, >1, as quais sdo dadas por:

. _ (1], 2 _ (a22+1)2—a22+1 ]
€t az = z[az +1 J@az+1)%+1 J(az-1)2+1

. —_% 2
< Cy: a3—a2+1,/(a2+1) +1

(22)
C3: az= 1a2 (a; —1)2+1, paraa, <1
—U2
[ Cy az= a:if/(az —1)2+1, para a;, >1



Estas curvas Cj, C;, C3z e C4 dividem o espaco dos pardmetros a, e az em cinco regides
Ry, Ry, R3, Ry e Rs, sendo que as regides R; e Rs correspondem aos polindmios que ndo
apresentam pontos de cuspides, as regides R, e R4 aos que apresentam 4 pontos de cuspides e
a regido R; aos que apresentem 2 pontos de cuspide (WENGER, 2007), como pode ser

observado na Fig. 5.
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Figura 5: Secdes no plano (a,, as) das superficies de singularidades, para d, = 1

6. RESULTADOS

Apos as observagdes do comportamento dos graficos dos polindmios de graus 2, 3, e 4
percebeu-se em que condigdes o respectivo polindmio apresenta ou ndo raiz real, bem como a
sua multiplicidade. Essas condi¢des sdo em relacdo aos valores dos coeficientes dos
polindmios tomados em regides limitadas pelo determinante do polindmio.

A partir do estudo de um polindmio de grau 4, seguindo o raciocinio de Oliveira et al.

(2010) e de Wenger (2007), foi possivel identificar regides no espaco dos pardmetros onde o



manipulador ndo apresenta pontos de cispide, onde apresenta dois pontos de cuspide e onde

apresenta quatro pontos de cuspide.

7. CONCLUSOES

Estudos das raizes de polindmios sdo importantes para o desenvolvimento de
pesquisas nas diversas dreas em que se aplicam as fun¢des polinomiais; em particular, no
campo da roboética, na andlise das singularidades presentes no espaco de trabalho de robos
manipuladores a partir de estudos de um polindmio de quarto grau, como é abordado em Baili
et al. (2003), Oliveira et al. (2010) e Wenger (2007).

E importante salientar que diversos problemas préticos sdo representados por fungdes
de expressdes dificeis de manipular algebricamente e que os polindmios sao frequentemente

utilizados para aproximar tais funcdes.

8. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
AABOE, A. Episddios da Historia Antiga da Matematica. Sociedade Brasileira de
Matemitica — SBM, 2% Ed., 2002, 178p.

BAILI, M., WENGER, P., CHABLAT, D. Classification of one family of 3R positioning

Manipulators. In: 11" International Conference on Advanced Robotics, 2003, p. 1-6 .

BASTOS, G. G. Resolugdo de Equagdes Algébricas por Radicais, II Bienal da Sociedade
Brasileira de Matematica, 2004. Disponivel em: <http://www.bienasbm.ufba.br/M30.pdf.>.
Acesso em: 14 de margo de 2011.

BAUMGART, J. K. Tépicos de Historia da Matematica. Ed. Atual, 1992.
BERGAMASCHI, P. R., Projeto Otimo de Robos Manipuladores 3R, Considerando as
Caracteristicas de seu Espaco de Trabalho, Tese de Doutorado, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia, MG, 2004, 112p.

BOYER, C. B. Histéria da Matematica. Edgard Blucher, 1974.

IEZZ1, G. Complexos, Polinomios e Equacoes. Fundamentos de Matemadtica Elementar. Sdo

Paulo: Atual, Vol. 6, 1993.



LIMA, E. L. A Equagdo do Terceiro Grau. Revista Matematica Universitaria, N° 5, p. 9-23,
Junho de 1987.

MOREIRA, C. G. T. A. Uma Solucdo das Equacdes do 3° e do 4° Graus. Revista do
Professor de Matematica, Vol. 25, 1994, p. 23-28.

OLIVEIRA, G. T. S.; SARAMAGTQO, S. F. P.; NOGUEIRA, A. C. Estudo das Singularidades
de Robds Manipuladores usando Base de Groebner, In: Anais do CNMAC, vol. 3, 2010, p.
130-136.

WENGER, P. Cuspidal and noncuspidal robot manipulators, Robotica, Cambridge University
Press, Vol. 25, 2007, p. 677-689.

ZEIN, M; WENGER, P. and CHABLAT, D. An Exhaustive Study of the Workspace
Topologies of all 3R Orthogonal Manipulators with Geometric Simplifications. In:
Proceedings of CK2005, 12" International Workshop on Computational Kinematics.
Cassino, Italy, 2005.



