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1 Introducao

Em 2003, IUSEM (veja [1]]) estudou algumas propriedades de convergéncia do Método do
Gradiente Projetado com a Busca de Armijo sobre as diregdes viaveis para problemas de

otimizacdo convexa, isto é, o problema inicial é:

mins.a. zeC f(ilf), (1)

onde C' C R é nao vazio, fechado e convexo e f : R® — R é uma fung¢ao continuamente

diferenciavel e convexa. O Método do Gradiente Projetado conceitual e apresentado como:

Método 1 (Método do Gradiente Projetado com regra de Armijo ).

Inicializagdo. Tome 0 < ﬁ < Bandz, € C. Setk = 0.
Critério de parada. Se z* é estaciondrio entdo PARE. Caso contrério.

Passo iterativo. Calcule

= Po(a® — BV f(aF)), e = 2 (2P — ),
onde {3} C [3,8] tal que v, = 277 sendo que
j(k) ={minj € N: f(aF) < f(a*) + 0273V f(a")2" — 2%}, e 0 € (0,1).

e VOLTE para Critério de parada.

Foi provado para o caso convexo que:
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(i) Dada {z*} uma seqiiéncia gerada pelo algoritmo acima, temos que se ela é infinita e,
se o problema inicial possui ao menos uma solugéo, entdo os pontos de acumulagao da

seqliéncia gerada, quando existem, sdo estacionarios.

(i) Sob a hipétese de f ser convexa e supondo que o problema inicial possui solugcao

k

a sequéncia z” infinita gerada pelo algoritmo acima converge a alguma solucédo do

problema.

Tendo em mente os resultados expostos acima e baseado entdo, no artigo [2], nosso
trabalho é estudar casos um pouco mais gerais, isto €, no caso que as fungdes objetivo sdo
quase convexas ou pseudo convexas. Para este caso o Algoritmo continua sendo o mesmo,

e a busca segue sendo a Busca de Armijo sob direcdes viaveis.

2 Resultados e Discussao

2.1 Defini¢coes Preliminares

Definicao 1. Dizemos que um ponto x € R™ é um ponto estacionario ou critico para problema
inicial, quando

(Vf(z), z—1z) >0, Vaedl.

Definicao 2. (Funcées Quase-convexas) Uma funcéo real f definida sobre um conjunto
C C R™ é dita quase-convexa sobre & € C' (com respeito a C) se para cada x tal que f(z) <
f(z), a fungdo f ndo assume um valor maior que f(x) sobre cada ponto da interseccéo do

segmento fechado [z, x|, ou equivalentemente:

)

reC

f(z) < f(Z)
0<A<1
(I-Nz+XxxeC )

—  fl1=Nz+ ] < f(2).

E dizemos que [ é quase-convexa em (' se é quase-convexa em cada ponto x € C.

Quando f : C' — R é diferenciavel e quase-convexa em x, entdo a definicdo acima é

equivalente a condigao:

fly) < flz)=(Vf(x),y—x) <0, Va,yedl.



Defini¢ao 3. Seja f uma fungao real definida sobre algum conjunto aberto do R" contendo o
conjunto C, f é dita pseudo-convexa sobre x € C' (com respeito a C') se é diferenciavel sobre
Z e dado z € C temos,

(Vf(@),2-7) >0= f(x) > f(7).

Dizemos que f é pseudo-convexa sobre C, se é pseudo-convexa sobre cada x € C.

Teorema 1. Sgjam C' C R™ um conjunto convexo, e f uma fungdo real definida em algum
conjunto aberto que contém C'. Se f é pseudo-convexa em C' entdo f é quase-convexa em

C.
Demonstragdo. Veja pagina 143 de [3]. O

Sejaw € R"e (C C R” nao vazio, fechado e convexo. O operador P : R* — ('
definido por

Po(w) := argmin ||z — w||, z € C,

€ chamado a Projecdo de w sobre o conjunto C.

2.2 Analise de Convergéncia

Proposicdo 2. Sejam {z*} e {:*} a sequéncias geradas pelo método (1).
i. Aiteracdo z* € C para todo k;

ii. Sez* ndo é ponto estaionario, entédo (V f(z*), 2* — 2*) <0;

iii. Para cada k, j(k) esta bem definido.

Proposicao 3. Se o problema inicial (1) possui solugdo. Entao todo ponto de acumulagdo de

{x*} é ponto estacionario, onde essa seqiiéncia é gerada pelo método (1).
Lema 4. Para todo x € C' e todo Kk, nds temos:
lo* =2l < fla® =l + n(f@@") = F@™) + 2uB(VF(a"), 2 — 2"),
onden = 23/5.
Corolario 5. Se f é quaseconvexa, » € C e f(z) < f(2%)V k, entdo
nflx) < 2" = a2f* + nf@™) < flat = 2l + nf(="),

para todo k. Em particular, {||z* — z||* + nf(2*)} e {z*} sdo sequéncias convergentes.



Teorema 6. [Principal] Assumindo que f é quase convexa. Entdo temos:

i. A sequéncia{z*} converge para um ponto estaciondrio, ou

ii. O problema inicial ndo tem solugéo,

lim ||z
k—o00

o= oo, Jim f@f) = if{f()lr € C}

Demonstragdo. Existe entédo, dois casos para se analisado. Primeiro caso, quando a sequén-
cia possui a0 menos um ponto de acumulacao e o segundo quando a sequéncia nao possui

pontos de acumuulagéo.

1° Caso) Seja  um ponto de acumulacéo de ¥, entdo existe uma subsequéncia =¥/ con-
vergindo a = e dai temos que f(z%) — f(Z) e como {f(z*)} é convergente resulta que
f(z¥) — f(z), o que nos da f(z) < f(2*) e pelo corolario (5) x* é convergente e pela

proposicao 3 x € um ponto estacionario.

2° Caso ) Suponhamos que a sequéncia z* ndo possui nenhum ponto de acumulacéo,
ou seja, limy_.« ||7¥|| = oo e suponha que o problema inicial possua um minimizador, isto
é, existe 7 € C tal que f(z) < f(2*) para todo k. Pelo corolario 4 =* converge, o que
contradiz a hipoteses de lim;,_.o, ||2*|| = oo e entéo o problema inicial ndo possui solugéo.
Além disso, afirmamos que limy_.., f(z¥) = inf{f(z): 2 € C}
Observamos que se limy, .o, f(2%) = —oco0 = limy_o f(2¥) = inf{f(z):z € C}.
Agora se limy, .o, f(2¥) = f > inf{f(z): x € C}. Assumimos que f > inf{f(z): 2 €
C}.
Pela continuidade de f existe um z tal que f(z) = fe f(z) < f(z*) para todo k, pois essa
sequéncia é decrescente. Isto implica pelo corolario (5) que z* é convergente, contradizendo
nossa hipétese inicial, ou seja, limy_ .o, f(z¥) = inf{f(z):2 € C}.

]

OBS: Provamos entéo que, se a sequéncia possui pontos de acumulagao, ela converge para
algum desses pontos e 0 mesmo € estacionario. Se a sequiéncia ndo possui pontos de acu-

mulacgéo, o conjunto solugéo é vazio.

DefinaT = {x € C: f(z) < f(a*)V k}, podemos notar que se o conjunto solugdo do

problema inicial ndo for vazio ou existir pontos de acumulagéo temos que 7' # ()



Corolario 7. Assumindo que f é pseudo convexa. entao o conjunto solugdo do problema

inicial é ndo vazio se, e somente se, existe ao menos um ponto de acumulagdo da sequéncia.

Demonstragcdo. Pelo teorema 5 da pagina 143 de [3], pseudo convexidade nos garante que
f é estritamente quase convexa e como f é continua pelo teorema 3 da pagina 139 de [3] f é
quase convexa.

(=) Suponha que o conjunto solugédo é ndo vazio, isto é, existe um minimizador, z tal que
f(z) < f(z*) V k pelo corolario 5 z* converge e pelo teorema 6 converge a um ponto
estacionario e esse ponto é de acumulagao.

(<) Suponha que exista pelo menos um ponto de acumulagédo z de x* o que implica que
f(z) < f(«*) paratodo k.

Pelo corolario 4 e 5 e o teorema 6, z* converge a um ponto estacionario, isto &, (V f(7),z —

Z) > 0, mas pela pseudo convexidade temos que f(x) > f(z)paratodox € C',logo o

conjunto solugéo € ndo vazio, o que conclui a demonstragao. O

3 Conclusoes

Com este trabalho podemos ver alguns resultados importantes para casos mais
gerais, mesmo enfraquecendo a hipbteses de convexidade da nossa funcéo objetivo. Provando
boas propriedades de convergéncia, como a existéncia de solugao somente se a sequéncia
possuir ponto de acumulagao, e que se existir esses pontos a sequéncia gerada pelo Algo-

ritmo converge para algum desses pontos de acumulacao, e estes sdo estacionarios.
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