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1 Introdução

Considere o seguinte problema elíptico não-linear de quarta ordem: α∆2u+ β∆u− µ1u+ g(x, u) = f em Ω

Bu = 0 em ∂Ω,
*

onde Ω ⊂ Rn é um domínio limitado com fronteira ∂Ω regular, f ∈ L2(Ω) α ≥ 0, −∞ <

β < αλ1 , λ1 é o primeiro autovalor de (−∆, H1
0 (Ω)), a condição de fronteira Bu = 0 em ∂Ω

signi�ca u = ∆u = 0 em ∂Ω quando α > 0 e u = 0 em ∂Ω quando α = 0. µ1 é o primeiro

autovalor de  α∆2u+ β∆u = µu em Ω,

Bu = 0 em ∂Ω.
∗µ

Além das hipóteses acima, pedimos que o termo não-linear g : Ω×R→ R satisfaça as condições

de Carathéodory e:

|g(x, t)| ≤ h(x), x ∈ Ω, t ∈ R, (1.1)

para algum h ∈ Lp(Ω), onde p ≥ 1, e

tg(x, t) ≤ 0, x ∈ Ω, t ∈ R. (1.2)

Sob as condições acima e mais algumas adicionais, estudaremos existência e multiplicidade de

soluções para o problema *. Tal estudo será feito utilizando métodos topológicos (componentes

conexas de pontos �xos e bifurcação global). Para uma melhor compreensão do problema ∗µ
con�ra [7].



2 Materiais e Métodos

2.1 Continuum de Pontos Fixos

Um teorema de extrema importância no nosso trabalho é cf [6]:

Teorema 2.1.1. Seja X um espaço de Banach e suponha que C ⊂ X é limitado, fechado e

convexo. Se K : R× C → C é compacto, então o conjunto

SR = {(s, u) ∈ R× C|K(s, u) = u}

contém um continuum C∞ tal que

C∞ ∩ ({λ} × C) 6= ∅, para cada λ ∈ R

2.2 Método de Lyapunov Schmidt

Seja

Lu = α∆2u+ β∆u− µ1u, u ∈ D(L)

onde,

D(L) = {u ∈ H4(Ω)|u = ∆u = 0 em ∂Ω}

Pode-se provar que L2 = N(L) ⊕ R(L), e portanto, os operadores projeção P : L2(Ω) →

N(L) e Q : L2(Ω)→ R(L) estão bem de�nidos e são contínuos.

Deste modo, o problema * pode ser reescrito da forma

Lu+Gu = f, u ∈ D(L).

Além disso, u = sϕ1 + w,ϕ1⊥w,w ∈ R(L).

O método de Lyapunov-Schmitd consiste em explorar de uma maneira "adequada"o sistema: Lw +QG(sϕ1 + w) = h

PG(sϕ1 + w) = tϕ1

onde, ϕ1 é autofunção associada a λ1, G é o operador de Nemytskii associado a g.

Utilizando o método de Lyapunov-Schmidt, nós reduzimos o problema * à um problema

de pontos �xos de um operador compacto. Consequentemente, com auxílio do Teorema 2.1.1

obtemos os resultados desejados.



3 Resultados e discussões

Como vimos, o objetivo desse trabalho é mostrar que sob certas condições, o problema * admite

ou não solução. Segue abaixo um dos resultados principais que é enunciado no teorema Cf [1-5]:

Teorema 3.1. Suponha que α > 0. Seja f ∈ L2 com f = tϕ1 +h, ϕ1⊥h, t ∈ R. Suponha que

g satisfaz 1.1. Então existe um conjunto limitado Λh ⊂ R tal que o problema * admite solução

se e somente se t ∈ Λh. Ademais, (1.1) admite uma solução para t=0 se 1.2 vale e h ∈ L∞.

Além disso, se h ∈ L∞ e g satisfaz

tg(x, t) < 0 para x ∈ Ω e |t| ≥ T, para algum T > 0, com g continua em Ω×(−T, T )c (3.3)

e

g(x, t)→ 0 q.t.p. set → ±∞, x ∈ Ω (3.4)

então, existem números reais a∗, b
∗ com a∗ < 0 < b∗ tais que Λ∗h = [a∗, 0) ∪ (0, b∗] ⊂ Λh e *

admite no mínimo duas soluções se t ∈ Λ∗h.

Como podemos ver no Teorema 3.1, foi estabelicido condições para que o problema * tenha

solução. Além disso, tem-se que sob certas condições adicionais (3.3 e 3.4), o problema admite

múltiplas soluções.

4 Conclusões

O Teorema 3.1 estabelece f regiões onde o problema * possui solução. Além disso provou-se

que em determinadas regiões, esse problema possui mais de uma solução. Esse é um resultado

signi�cativo, pois facilita a compreensão do problema * sob as condições dadas, e além disso,

como tal problema tem várias aplicações, principalmente na física, segue-se que o resultado é de

grande importância para o mundo cientí�co.

Vale lembrar também a utilidade do método de Lyapunov-Schmidt e o teorema sobre pontos

�xos. Ambos são resultados de grande profundidade na matemática e de grande utilidade no

nosso trabalho.
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