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1 Introducao

Considere o seguinte problema de otimizacao

min f(z)
t.g. z € R",

(1)

onde f : R" — R (fungdo objetivo) é ndo necessariamente diferenciavel. O método de ponto
proximal, introduzido por Martinet [1] e Rockafellar [2] na década de 70, é um método iterativo
utilizado para resolver o problema (1). O método de ponto proximal gera uma sequéncia

{2*} c R™ como segue: dado z, € R”,
2" = argmin, . gn {f(z)+ M|z — a:k||2} : (2)

onde {)\;} é uma sequéncia limitada de nimeros positivos. Sendo f;. := f(z) + \||x — 2*||?
uma regularizacao de f, espera-se que f; forneca algum tipo de aproximagao do minimizador

(caso exista) da funcao objetivo f.

2 Material e Métodos

Os materiais utilizados neste trabalho sdo basicamente livros e artigos. A metodologia uti-
lizada foi discussdes semanais com o orienador sobre os artigos e resultados relacionados

ao tema de pesquisa.
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Revisado pelo orientador.



3 Resultados e Discussao

Nesta secao apresentamos algumas definicdes e resultados basicos de anélise convexa al-
guns dos quais podem ser encontrados, por exemplo, em [3, 4]. Além disso, apresentamos
uma analise de convergéncia do método de ponto proximal para resolver problemas de min-
imizag@o convexa, ver [5, 6]. Daqui em diante, f sempre designard uma fungao definida em

R" e assumindo valores em R, salvo mengéo explicita em contrario.

Definicao 1. Um conjunto D C R™ é conjunto convexo se, para quaisquer x,y € D e a €

0,1], tem-se ax + (1 — )y € D.

Definicao 2. Seja D C R"™ um conjunto convexo. Uma fungéo f : D — R é dita ser convexa

em D quando, para quaisquer x,y € D e a € [0, 1], tem-se

flax+ (1= a)y) < af(z)+(1—a)f(y)

Definicao 3. Seja f uma fungao convexa e £ um vetor em R™. Dizemos que & é um subgra-

diente de f em x se
fy) =z f(@)+(&y—=z), yeR™

O conjunto dos subgradientes de f em x é chamado subdiferencial de f em x, e é denotado
por

Of(z) = {¢ € R" : £ é subgradiente de f em x}.
Teorema 1. Seja f uma fungdo convexa e = € R". O conjunto 0 f(z) é ndo vazio.
Demonstragéo. Ver, por exemplo, [4, Teorema 2.1.5, pag. 14]. O

Proposicao 2. Sejam f e g fungdes convexas de R" em R. Entéo, O(f + g)(x) = 0f(z) +
Jg(z), para todo = € R".

Demonstragéo. Ver, por exemplo, [3, Proposicéo 3.4.8, pag. 172]. ]

Proposicao 3. Seja f uma fungdo convexa e v € R". Entdo, x € R™ é minimizador de f se,

e somente se, 0 € Of(x).

Demonstragcdo. A prova segue imediatamente da definicdo de minimizador irrestrito combi-

nada com a definicdo de subdiferencial de f em x. ]



Definicao 4. Seja f uma fungdo e \ > 0. O operador P\ : R" — R", dada por
: A 2
Py\(w) = argmingegn{f(z) + §H:L’ —w||*},
é chamada aplicagdo proximal.
Proposicao 4. O operador aplicagdo proximal P, esta bem definida. Além disso,
| Pr(wy) — Pa(wa)]|* < {(wy — wa, Py(wy) — Py(ws)), wy, we € R™. (3)

Demonstragcdo. Para a prova da primeira parte, veja [6, Pag. 28]. Para provar a segunda

parte, note que, pela definicdo do operador P, e da Proposigéo 3,
0€0(()+ 5l —wPH(Aw),  weR
Usando Proposigao 2 com g = 3. — w||%, da dltima inclus&o, obtemos
ANw — Py(w)) € 9f (Px(w)).
Assim, dados wi, w, € R", temos que
A(wy — Py(wr)) € 0f (Px(w1)) e A(wz — Pa(wz)) € 0f (Pa(ws)),
de onde obtemos a seguinte desigualdade
0 < (AMwr = Pa(wr)) = AMwz — Pa(ws)), Pa(w:) — Pa(w2)).

Levando em conta que A > 0, a segunda parte da proposi¢gao segue de simples manipulagdes

algébricas efetuadas na ultima desigualdade. ]

Observacao 1. Em termos do operador aplicacdo proximal, a iterada de ordem k + 1 do

meétodo de ponto proximal (2) pode ser reescrita como segue
= Py, (z%) == Py(z). (4)

Portanto, a boa definicdo da sequéncia gerada pelo método de ponto proximal (2) segue da

Proposicéo 4.
De agora em diante o conjunto X* denotara o conjunto solucao do problema (1).

Lema 5. Suponha que X* é ndo vazio. Entdo, w € X* se, e somente se, Py(w) = w.



Demonstrac&o. A prova segue imediatamente da definicdo de P, combinada com a Proposicao 4.

]
Observacao 2. Note que a desigualdade do item ii) da Proposicao 3 é equivalente a
[Pa(w:) = Pa(wa)[|* < [y —ws||* = [|(1 = Py)(wn) — (I = Py)(ws)]|.

Definicdo 5. Dizemos que uma sequéncia {y*} C R"™ é Fejér convergente a um conjunto

U C R", com respeito a norma Euclidiana, se
ly* —ul < lly* —ull, wel

Proposicédo 6. Se {y*} é Fejér convergente a um conjunto U # (), entdo {y*} é limitada. Se
um ponto de acumulagéo y de {y*} pertence a U, entdo y = lim_,, y*.
Demonstragdo. Ver, por exemplo, [5, Proposition 2.1, pag. 4]. l
Teorema 7. Supondo X* # () temos que a sequéncia {z*} gerada por 2 converge a um ponto
r*e X*.
Demonstragcdo. Da segunda parte da Proposi¢ao 4 junto com a Observacgao 2, temos que
[ Pe(wn) = P(wo)[|* < [Jwr —wal|* = [[(1 = Pi)(w1) — (I = i) (ws)|*.

Fazendo wy = 2*, w, = ¥, P,(2%) = 2**! e usando que Py(2*) = 2* (ver Lema 5), obtemos
que

okt — | < ot — 2| = ot — o, (5)
De (5) segue que {||z* —2*||} é uma sequéncia decrescente e ndo negativa. Portanto, {||z* —
x*||} € uma sequéncia convergente e, novamente da desigualdade (5), podemos concluir que
limy,_oo (2! — %) = 0. Além disso, de (5), podemos concluir que a sequéncia {z*} é Fejér
convergente a X*. Assim, pela Proposicao 6, tal sequéncia é limitada. Seja x* um ponto de
acumulagéo de {z*} e {2%} uma subsequéncia de z* tal que lim;_.., z* = x*. Visto que
Py, (xki) = z*i+1 temos que

)\kj(xk:j . xkj+l) c af(mkj"rl).

Assim, pela Definicao 3,

R L R ]
e o resultado desejado segue por combinando os seguintes fatos: {\;} é limitada, {z*/}

converge a z* e f é continua (f € convexa). O



4 Conclusoes

Concluimos que a sequéncia gerada pelo método de ponto proximal converge a uma solugcao
do problema de minimizacao (1), mesmo no caso que a funcédo objetivo do problema de

minimizacao é nao necessariamente diferenciavel.
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