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1 Introducao

Nosso trabalho busca estudar a existéncia e multiplicidade de solucdes positivas para o seguinte

problema de Dirichlet assintoticamente linear

—Au = f(z,u(z)), em Q.
u = 0, sobre 0f)

(1.1)

onde Q C RY, para N > 3, & um aberto limitado com fronteira regular e f : Q2 x R — R satisfaz

as seguintes condicdes:

(H1)f € C(2 x R); f(x,0) =0, Vz € Q; f(x,t) >0, Vt>0, z€ Qe f(z,t) =0,

Vit <0, x €
t
(H2)M é n3o-decrescente com respeito a t > 0, Vz € ;
t t
(H3)limM = u; lim M = [ uniformemente Vz € Q, onde p € [0,40), | €
t—0 t t—00 t

(0, +00] sdo constantes e 1 < A\; < [ e \; & o primeiro autovalor do Laplaciano (—A, Hj(Q)).
Para garantir a existéncia e multiplicidade de solucdes necessitamos verificar que o funcional

energia relacionado ao problema
1 2
J(u) == [ |Vu|*de — | F(z,u)dz, (1.2)
2 Ja Q

onde F(z,u) = / f(z,s)ds, satisfaz a condicdo de Palais-Smale, a ser descrita abaixo. Além
0
disso, devemos garantir que (1.2) possua a geometria do Passo da Montanha e obtendo a e-

xisténcia de solucdo do problema (1.1).



2 Resultados e Discussao

Primeiramente, comecaremos com algumas definicées basicas.

1
loc

Definicdo 2.1. Seja u € L .(Q). Dizemos que uma funcdo v; € L], () é uma derivada fraca

loc

de u, se
/uagpdx— /@gpd:ﬂ (2.3)
o 0z Q .
para toda ¢ € C§°(2) . Neste caso, denotamos v; = 2% e dizemos que u é fracamente

diferenciavel se todas as derivadas fracas de primeira ordem de u definem funcées em L} .(Q) e

loc
vale (2.3).

Considere o seguinte espaco de funcdes

W2(Q) = {u QCRY wR:uel*Q)e g—“ € L*(Q),Vi=1, N}
T

chamado de espaco de Sobolev. Definimos também W, () = Cg°(Q) N W12(Q).

Agora, temos suporte para definir o que vem a ser solucdo fraca do problema (1.1).

Definicdo 2.2. Dizemos que uma funcdo u € H}(Q), onde H}(Q) = W, (), é solucdo fraca

para o problema (1.1), se

/Vu.Vgpdx:/f(x,u)godx, Vi € Hy () (2.4)
Q 0

Obter uma solucdo fraca do problema (1.1) é equivalente a encontrar um ponto critico ndo-
nulo do funcional J que é de classe C''. Este resultado pode ser obtido em [1], capitulo 5.

Necessitamos, agora, introduzir o Teorema do Passo da Montanha, mas para isto definiremos
sequéncia de Palais-Smale e de Cerami e quando um funcional satisfaz a condicdo de Palais-Smale
e de Cerami.

Seja H um espaco de Hilbert. Ent3o definimos:

Definicao 2.3. Seja {u,} uma sequéncia em H. Dizemos que {u,} é uma sequéncia de Palais-
Smale, ou simplismente (PS), em H se {J(u,)} é limitado e J'(u,) — 0, quando n — oco. Se
J(u,) — ¢, entdo a (PS)-sequéncia é denotada por (PS).-sequéncia. Analogamente, dizemos

que uma sequéncia {u,} em H é uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ € R se

n—o0

J(un) =4 ¢ e (1 [lual DI (o) 1z == 0




Considere J : H — R um funcional de classe C.

Definicdo 2.4. Diz-se que o funcional J satisfaz a condicdo (P.S), respectivamente (P.S)., em
H, se para toda (PS)-sequéncia, respectivamente (P.S).-sequéncia, possui uma subsequéncia
convergente na norma. E dizemos que J satisfaz a condicdo de Cerami se para toda sequéncia

de Cerami no nivel ¢ € R possui uma subsequéncia convergente na norma.

O Teorema do Passo da Montanha necessita que o funcional (1.2) satisfaca duas condi¢cdes

descritas a seguir.

(PM-1) J € C'(H}(Q),R), J(0) =0 e Ir,p > 0 tais que
J(u) > p, Yu € S, = {uc Hy(Q) : ||lul| =}

(PM-2) Je € H}(Q2) com |le|| > r tal que J(e) < 0.

Dizemos que quando um funcional satisfaz (PM-1) e (PM-2) ele possui a geometria do Passo
da Montanha. Além disso, denote por I' o conjunto de todos os caminhos que ligam u = 0 e
u = e, isto &,

D = {y € C([0, 1, H)(Q) : 7(0) = 0 e 4(1) = e}.

Claramente I" # @, pois y(t) = te é tal que v € I". Considere,

c= #rellf“ max{J(y(¢)) : t € [0,1]} > p > 0. (2.5)

onde p é obtido da condicdo (PM-1).
O resultado a seguir nos garante que o valor ¢, dado por (2.5), € um valor critico para o

funcional em quest3o.

Teorema 2.1. [Passo da Montanha] Suponha que J satisfaca as condi¢des (PM-1) e (PM-2)
e que J satisfaz (PS),, onde ¢ é dado por (2.5). Entdo ¢ &€ um valor critico para J, ou seja,

existe z € H}(Q), ndo-nulo, tal que J(2) =ce J'(z) =0.

Demonstracdo: Veja [1], capitulo 5, pagina 118.
Enunciaremos uma condicdo imposta ao nosso funcional, chamada de Condicdo de Cerami.

Para maiores detalhes veja [7].

Proposicdo 2.1. [Existéncia de uma sequéncia de Cerami] Suponha que J dado por (1.2)
satisfaca

max{J(0),J(e)} <a < < inf J(u)

l[ull=r



para algum o < 3, r > 0 e e € HY(Q) com |le|| > r. Seja ¢ > 3 dado por (2.5). Entdo existe

uma sequéncia {u,} C H}(Q) tal que
T(w) =25 e > 8 e (14 [fun|)| ' () 1“0

Introduziremos dois lemas técnicos, que juntamente com a Proposicdo 2.1, nos ajudam na

demonstracdo do nosso resultado principal.

Lema 2.1. Seja ¢; > 0 a autofuncdo associada ao autovalor A; do problema (—A, H}(Q))
normalizada e suponha que vale (H1), (H2) e (H3). Entdo o funcional J satisfaz a geometria

do Passo da Montanha da seguinte maneira:

1. Existem r, 3 > 0 tais que J(u) > 3, Yu € H}(Q) com |jul| =r
2. J(tgy) 22 —o0 se | € (A1, +0<], onde [ & obtido em (H3).
Lema 2.2. Seja J dado por (1.2) tal que

(J (Un), tn) 270

Ent&o existe uma subsequéncia de {u,}, ao qual denotaremos igualmente por {u,}, tal que

(1+t%)
2n

J(tuy,) < + J(uy), Vt >0eneN.

Finalmente enunciaremos o resultado principal do nosso trabalho que nos fornece em quais

condi¢Bes o problema (1.1) possui soluc3o.

Teorema 2.2. Se as condicdes (H1), (H2) e (H3) sdo satisfeitas, entdo
1. O problema (1.1) ndo possui soluco se [ < Ay;
2. Se \; <l < 400, entdo o problema (1.1) possui uma solugdo positiva;

3. Suponha que [ = \; (neste caso, dizemos que o problema (1.1) é ressonante). O problema

(1.1) possui uma solucdo positiva u € H} () se, e s6 se, existe algum a > 0 tal que

u(z) = ap; e f(x,u) = \u(x).

Demonstracdes dos Lemas 2.1, 2.2 e do Teorema 2.2 sdo obtidas no artigo [7].



3 Conclusoes

Concluimos que o resultado acima, Teorema 2.2, nos fornece condicdes boas para obtencio
de uma solucdo positiva para o problema de Dirichlet assintoticamente linear (1.1), pois n&o
precisamos impor na funcdo f a seguinte condicdo:

(A-R) para algum 6 > 2 e M > 0, entdo 0 < 0F(x,s) < f(z,s)s, qtp. = € Qe
|s| > M. conhecida como condicdo de Ambrosetti-Rabinowitz. Esta condi¢cdo implica facilmente
a condicdo (PS) (veja [1], capitulo 5). Entretanto, para problemas assintoticamente lineares a
condicdo (A-R) ndo é aplicavel. Neste caso, vemos que (H1), (H2) e (H3) s&o cruciais para

obtermos a condicdo de Cerami, obtida na Proposicdo 2.1.
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