Séries de Hilbert de algumas algebras associadas a grafos em niveis
via cohomologia de conjuntos parcialmente ordenados
Reis, Bruno Trindade;  Serconek, Shirlei
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goids, Campus II- Caixa Postal
131, CEP 74001-970 - Goidnia, GO, Brasil.

E-mail: bruno.treis@hotmail.com; shirlei@mat.ufg.br

Palavras chaves: Séries de Hilbert, grafos em niveis, homologia.

1 Introducao

Fatoracdes de polinbmios n3do-comutativos desempenham um importante papel em muitas
areas da matematica. Para todo grafo orientado podemos associar uma algebra que tem como
geradores as arestas do grafo e cujas relacdes sdo definidas por todos os pares de caminhos com
mesma origem e mesmo final. Tais algebras estdo relacionadas com a fatoracdo de polinémios
em variaveis ndo-comutativas, trabalho de pesquisa iniciado por I. M. Gelfand e V. Retakh no

inicio da década de 90.

2 Preliminares

Sejam V' um espaco vetorial e A um conjunto. Suponha que para cada a € A existe um subespaco
Vo CV

tal que

V=.

a€A

Ent3o dizemos que V' & um espaco vetorial A-graduado. Note que a definicdo permite alguns

dos V, ser (0).
Definicdo 2.1. Suponha que V & um espaco vetorial A-graduado, e que existe uma aplicacdo

+:AxA— A
(a,b) — a+b



Suponha também que V' é uma algebra, isto é, existe um produto F-bilinear

VxV =V

(v, w) = vw
Se
VoV € Vot
para todo a,b € A, entdo dizemos que V' é uma algebra A-graduada.

Assuma agora que V' é um espago vetorial Z>o-graduado, e que cada V; tem dimenséo finita.

Definimos a série de Hilbert de V', h(V,t), por

WV, t) =Y (dim(V;))t!

>0

3 Homologia de conjuntos parcialmente ordenados

Seja P um conjunto parcialmente ordenado. Uma i-cadeia em P é uma (i + 1)-upla
X = (Tg, X1, ..., %;)
de elementos de P com
To < T < ...< X

Dizemos que u € P cobre v € P (e escrevemos v < u) se v < u e ndo existe nenhum
elemento entre u e v. Se P é finito, denote [(P) o comprimento maximal de uma cadeia em P.

Seja ' um corpo e P um conjunto parcialmente ordenado finito. Se i > —1, denote por
Ci(P; F) o F-médulo livre no conjunto de i-cadeias x de P. O conjunto vazio é uma (—1)-cadeia,
assim identificamos C_1(P : F') com F. Coloque C,,(P : F) =0 paran < —1.

Se x = (zo,71,...,2;) &€ uma i-cadeia e 0 < [ < 4, definimos ¢'(x) sendo a (i — 1)-cadeia

(ZE07...,ZZ‘\[,...,ZL‘Z‘)

Onde 7; significa que x; foi omitido.

Definimos a aplica¢do d; : C;(P; F') — C;_1(P; F), extendendo linearmente



quando i-cadeias existem, e d; = 0 caso contrario.
E facil ver que, para todo i, d;d; 41 = 0, isto &, Im d;y1 C Ker d;. Assim podemos definir

os grupos de homologia de ordem reduzida de P com coeficientes em F':
Hz(P,F) = Ker dz/]m di+1

Note que H;(P; F) = (0) parai < —1 e i > [(P).
Seja C'(P; F) o espaco vetorial dual de C;(P; F). Para cada i-cadeia x, seja x* o elemento

da base dual de C/(P; F), isto &,

x*:Cy(P;F) = F
X" (y) = Oxy

para toda i-cadeia y.

Seja 9" a aplicacdo dual de d;, isto &,

o' CY(P;F) — CY(P; F)
fe=0'(f)

%

onde para uma i-cadeia x, 9" f(x) = f(d;(x)) = Z(—l)lf(xo, N T 2
1=0
Pela definicdo de 97, vemos que 919" = 0. Logo podemos definir os grupos de cohomologia

H'(P;F)= Ker 0"'/Im &'

4  Algebras associadas a grafos uniformes

Seja I' = (V, E) um grafo orientado, onde V' é o conjunto de vértices e ' é o conjunto de
arestas. Para todo e € E, denotamos por t(e) a parte inicial de e e h(e) a parte final de e. Um
caminho m em ' &€ uma sequéncia de arestas m = {ey,es,...,ex} tal que h(e;) = t(e;41) para
i=1,2,...,k — 1. Chamamos t(e;) de parte inicial de 7 e denotamos por t(7); e chamamos
h(ey) de parte final de m e denotamos por h(m).

Assumimos agora que V = UiNZO V;. Chamamos N o tamanho do grafo e se v € V;, dizemos
que i é o nivel de v e escrevemos |v| = i. Chamamos I" de um grafo em niveis se |t(e)| = |h(e)|+1

para toda aresta e € E. Em um grafo em niveis, colocamos E; = {e € E|t(e) € V;}.



Para todo grafo orientado I' = (F, V') existe um conjunto parcialmente ordenado corres-
pondente. Os elementos do conjunto parcialmente ordenado sdo os vértices v € V. Dizemos
que u > v se e somente se existe um caminho orientado de v a v. Por um abuso de notacio,
denotaremos o conjunto parcialmente ordenado correspondente ao grafo com a mesma letra T'.
Portanto, podemos falar de homologias e cohomologias de um grafo orientado.

Dizemos que dois vértices v, v de um mesmo nivel ¢ > 0 estdo conectados por uma sequéncia
down-up, se existem vértices v = v, v1,...,0, = v € V; e wy,we,...,w, € V;_; tais que

w; <wvj_1 e w; <vjparaj=1,2,... k. Porexemplo, para k = 2 temos

/

V=g 01 Vg =V
wy Wa

Um grafo em niveis I" & dito uniforme se para quaisquer pares de arestas e, ¢’ € E com t(e) =
t(e'), suas partes finais h(e), h(e') estdo conectadas por uma sequéncia down-up vg, vy, ..., U
tal que v; < t(e), 1 =0,...,k.

Se I &€ um grafo em niveis, a € V, e i < |a|, definimos I, ; sendo o subgrafo induzido pelo

conjunto de vértices
{weV]a>w e |a|—|w| <i—1}

A algebra A(T") associada a um grafo em niveis I' = (V| E), é a algebra gerada sobre um
corpo F' por geradores e € F, sujeita as seguintes relacdes. Para quaisquer dois caminhos
= (ey,...,ex) e ™ = (f1,..., fr) com a mesma parte inicial e mesma parte final, defina as

relacBes

(t—e)...(t—ex)=(t—f1)...(t— fr)

Teorema 4.1. Seja I' = (V, E') um grafo em niveis uniforme com V = Ui]\io V;. Entdo
hA),7)"! = > (—1)*dim(H*" (Dy,)) 7.
a€V,i<lal,0<s<i—1
Usaremos esse teorema para calcular a série de Hilbert da algebra ()3, associada ao seguinte

grafo em niveis



{1,2,3}

SN

{1,2} {1,3} {2,3}

| > <

{1} 2 {3}
|
0

e mostraremos que

hAT), 7)™t =1—7r +57% — 3.

5 Conclusoes

Apresentamos entdo uma interpretacdo homoldgica dos coeficientes da série de Hilbert de
algebras associadas a grafos em niveis. E além disso, ilustramos esses calculos utilizando um

grafo particular.
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