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1 Introducao

Este trabalho destina-se ao estudo do artigo “On Construction Related to the Non-abelian Tensor
Square of a Group ” de Rocco [1]. O objetivo ent&o é analisar um operador v na classe dos grupos,
que esta relacionado com o quadrado tensorial ndo-abeliano de um grupo, onde apresentaremos
algumas propriedades envolvidas com tal operador, relacionando a finitude, solubilidade ou a
nilpoténcia de um grupo G com a finitude, solubilidade ou nilpoténcia, respectivamente, de
V(G). Por fim, sdo estabelecidas algumas cotas para o quadrado tensorial G ® G, quando G é

um p-grupo finito.
Definicao 1. Sejam G e G¥ grupos isomorfos por ¢, g — ¢¥, para todo g € GG. Definimos o
seguinte grupo:
V(G) = (G, G| lgv, 961" =[98, (98)7] = o1, 951°7 91,9295 € G)
Nossa motivacdo para introduzir V(G) é que ele possui um subgrupo [G, G¥] isomorfo ao

quadrado tensorial njo-abeliano G ® G, como sera visto mais adiante.

2 Resultados e Discussao

Muito atil para o estudo desse artigo, foi o seguinte subgrupos do grupo V(G).

A(G) = ([g,9%lg € G)
A importancia deste subgrupo, é destacada na demonstracdo de que V(G) herda as propriedades

de finitude, nilpoténcia e solubilidade do grupo (G, usando o fato de que

V(@) . x(@)

AG)  R(G)




Lema 2.

A(G) <V(G)' N Z(V(G)),
onde V(G)" e Z(V((G)) sdo respectivamente os subgrupos derivado e o centro do grupo V(G).
QOutro subgrupo muito importante é
T(G) =[G, 7] = ([g,h7]lg, h € G) .

A importancia deste subgrupo deve-se ao fato dele ser isomorfo ao quadrado tensorial n3o-

abeliano do grupo G.

Os principais resultados apresentados no artigo foram:

Lema 3. Sejam g, g1, 92, g3, g4 elementos quaisquer de um grupo G. As seguintes relacdes sdo

validas em V(G):

L [g1, 951980 = [gn, gg]lo004) = [g, g5 lo0 91"
2. [91,9%, 93] = (g1, 92,951 = o1, 9%, 95 ;
3. 95,92, 93] = 97, 92. 95] = 97, 95, 93l;

4. [g,g”] é central em V(G);

&1

. 91,9592, g7] é central em V(G);
6. [g,9%] =1, para todo g € G'.

Proposicdo 4. Seja G um 7-grupo finito ou, um grupo nilpotente finito ou, um grupo soltavel.
Entdo V(G) é respectivamente um 7-grupo finito ou, um grupo nilpotente finito ou, um grupo

solavel.

A seguir apresentamos um dos resultados centrais obtidos por Rocco [1] em seu artigo.

Considere a aplicacdo 7 abaixo, definida sobre os geradores de G ® G

T GG — TY(G)
(91 ®g2) — g1, 95"
Tal aplicagdo pode ser estendida & um epimorfismo de G ® G em Y(G), uma vez que, T

preserva as relacdes definidoras de G ® G.



Proposicdo 5. 7: G ® G — T(G), dada por (g1 ® ¢2)” = [91, g5] € um isomorfismo.

Proposicdo 6. Sejam

G = NG)EypG)>--->yG) B
respectivamente, a série derivada, a série central superior e a série central inferior de G. Entdo
1. [6(G), (GU*V)?] = 1, para todo j > 0
2. [£41(G), v (G?)] - [7(G), &+1(G?)] & central em Y(G), para todo j > 1;

3. [&(G),~;(G¥)] é central em V(G), para todo j > 1.

2.1 Os Resultados Principais

Lema 7.

V(G) = (T(G) x G) x G*.
Teorema 8. Para i > 2 o i-ésimo termo da série central inferior de V(G) é dado por
1(V(G)) = %(G)i(G7) [i-1(G), GG, 7i-1(GF)],
onde 7,;(G) denota o i-ésimo termo da série central inferior do grupo G.

Em particular, se G é nilpotente de classe ¢, entdo V(G) é nilpotente de classe no maximo

c+ 1.

Teorema 9. Para i > 2, o i-ésimo termo da série derivada de V(G) é dado por
V(G)(i) — G(i)(gs@)(i) [G(i—l)’ (G‘P)(i—l)],

onde G denota o i-ésimo termo da série derivada de G.

Em particular, se G & um grupo solavel de comprimento derivado [, entdo V(G) é solavel de

comprimento derivado no maximo [ + 1.



Mudando agora o foco para p-grupos finitos, Rocco [1], obteve os seguintes resultados, ref-
erentes a um limitante para a ordem dos grupos V(G) e T(G) e, conseqiientemente, também

para G ® G.

Lema 10. Seja G um p-grupo finito e ¢ € Z(G) NG’ um elemento de ordem p. Se (G) denota

o subgrupo de Frattini de GG, entdo

. 9 G G
!V(G)} divide p }w| . ‘ > (< c>) ‘

Proposicdo 11. Seja G um p-grupo finito de classe (de nilpoténcia) 2. Entdo ’T(G)’ divide

¢ s |1 (g) .

Corolario 12. Seja G um p-grupo de classe menor do que, ou igual a 2, com |G| = p" e

G'| = p™. Entdo |Y(G)| divide prn—m).

Por fim, Rocco apresentou um limitante para a ordem do quadrado tensorial ndo-abeliano de

um p-grupo finito G.

Teorema 13. Seja G um p-grupo finito com |G| = p" e |G'| = p™. Entdo |V(G)| divide

n24+2n—nm

D

Através deste teorema que o limitante para a ordem do quadrado tensorial ndo-abeliano foi

estipulada, mediante o seguinte corolario:

Corolario 14. Seja |G| = p", |G| = p™ e d = d(G) o nimero minimal de geradores de G.
Entdo

3 Conclusoes

Os principais fatos observados (e demonstrados) no artigo proposto pelo professor Rocco sdo:
e G finito = V(G) finito;
e G m-grupo finito = V(G) 7- grupo finito;

e G nilpotente finito = V(@) nilpotente finito , com cl(V(G)) = cl(G) ou cdd(V(G)) =
cd(G)+1;



e G solivel = V(G) solavel, com dI(V(G)) = dI(G) ou dI(V(G)) = dI(G) + 1;
e T(G)=[G,G? =GR G;

e G um p-grupo finito com |G| = p" e |G| = p" = p¥ < |G ® G| < pr—™),
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