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1. INTRODUÇÃO
O principal objetivo é estudar e comparar as condições necessárias e suficientes para a
estabilidade assintótica da solução nula da equação do tipo

x(n) = ax(n− 1) + bx(n− k), n = 0, 1, .... (1)

obtidos em (KURUKLIS, 1994), estudados com detalhes em (BORGES, 2000), com os
resultados para a equação do tipo

x(n) = ax(n + 1) + bx(n + k), n = 0, 1, .... (2)

onde a e b são números reais arbitrários e k > 1, obtidos em (DANNAN & ELAYDI,
1990).

2. METODOLOGIA
Os tópicos propostos foram estudados juntamente com as referências complementares e
apresentados em seminários semanais, sob a coordenação do orientador.

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO
Foi feito um estudo sobre as equações diferenças, na linha de (ELAYDI, 1989) e (MICK-
ENS, 1990), para obter os pré-requisitos e desenvolver o estudo proposto no sub-projeto
de pesquisa.
3.1. Introdução às equações diferenças
Foi feito um estudo detalhado sobre funções discretas, equações diferenças, algumas pro-
priedades, definição de grau de uma equação diferença, definição de equação diferença
linear, o teorema da existência e unicidade da solução de uma problema de valor inicial,
a operação translação, derivada discreta e a ant́ı-derivada discreta.
Também foram estudadas as soluções de uma equação diferença linear de ordem n, soluções
linearmente dependentes e soluções linearmente independentes, determinante casoratiano,
polinômio caracteŕıstico e solução geral de uma equação diferença linear com coeficientes
constantes.
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3.2. Estabilidade assintótica da equação x(n) = ax(n− 1) + bx(n− k)
O estudo das regiões de estabilidade assintótica da equação (1) no plano dos parâmetros
a e b foi feito estudando os resultados obtidos em (BORGES, 2000), (KURUKLIS, 1994)
e (RIBEIRO, 2003). Assim estudar as regiões de estabilidade assintótica é estudar valores
para a e b para os quais todas as ráızes do polinômio caracteŕıstico possui módulo menor
que 1
3.3. Estabilidade assintótica da equação x(n) = ax(n + 1) + bx(n + k)
Já o estudo das regiões de estabilidade assintótica equação (2) foi feito nos moldes de
(DANNAN & ELAYDI, 1990) com um pouco mais de aprofundamento nas demontração
e resultados já que o texto original está em lingua inglesa e bastante resumido. Neste caso
também temos que estudar os valores de a e b para os quais todas as ráızes do polinômio
caracteŕıstico possui módulo menor que 1.
3.4 Comparando resultados de estabilidade
Comparando todos os resultados foi posśıvel construir a tabela:

Estudos \ Pesquisadores Kuruklis Dannan & Elaydi
Equações x(n) = ax(n− 1) + bx(n− k) x(n) = ax(n + 1) + bx(n + k)

Polinômio caracteŕıstico −λk
1 + aλk−1

1 + b bλk
2 + aλ2 − 1

Condições p/ estabilidade |λ1| < 1 |λ2| < 1

Polinômio transformado −µk
1 + µk−1

1 + c cµk
2 + µ2 − 1

Condições de estabilidade |µ1| < 1
|a| |µ2| < |a|

Relação entre µ1 e µ2 µ1 = µ2

a2 µ2 = a2µ1

Relação entre λ1 e λ2 |λ1| < 1 ⇔ |λ2| > 1 |λ2| < 1 ⇔ |λ1| > 1

Da última relação da tabela foi posśıvel concluir que, se todas as ráızes da equação carac-
teŕıstica de (1) tem módulo menor do que 1, então todas as ráızes da equação caracteŕıstica
de (2) tem módulo maior que 1 e vice-versa. Assim, a região de estabilidade absoluta de
(1) é a região de instabilidade absoluta de (2) e a região de instabilidade absoluta de (1)
é a região de estabilidade absoluta de (2). Veja Fig. 1.
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Figura 1: (i) Equação com retardamento e (ii) Equação avançada

Além disso, foi posśıvel concluir que se l (l < k) ráızes do polinômio caracteŕıstico da
equação (1) tem módulo menor que 1 então exatamente l ráızes do polinômio caracteŕıstico
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da equação (2) tem módulo maior que 1. Com a partição do plano dos parâmetros feita
em (CRUZ & SANTOS, 2003) para a equação (1) podemos determinar exatamente o
número de ráızes maiores que 1 que a equação (2) possui em cada região. Veja Fig. 2.
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Figura 2: (i) k-par e (ii) k-́ımpar

4. CONCLUSÃO
Portanto determinar a região de estabilidade no plano dos parâmetros a e b das duas
equações se resumem a um único trabalho, pois se determinarmos as região de estabil-
idade da equação (1) segundo o número de ráızes da equação (1) que estão dentro do
circulo unitário estaremos ao mesmo tempo determinando as regiões de estabilidade de
(1) e (2).
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