Universidade Federal de Goias

‘ conpeex
® g+ 200

VIl Congresso de Pesquisa, Ensino e Extensao
Conhecimento e Desenvolvimento Sustentavél

18 a 22 de outubro

Campus Samambaia - Goiania-Goias

PICME

FUNAPEL “ :
B CAIXA 2 @ @ACNPq 2\ 30) UFG

Caixa Econdmica Federal  sacososmase. GADGO ANOS ORI SEmPRE PRESERGE

4




conpeex

INDICE DE ALUNOS

Aluno Trabalho

BRUNO DE PAULA MIRANDA
ABEL CARDOSO DOS SANTOS

CLEVERSON EZEQUIEL SILVA SOBRINHO

EDER SILVA DE BRITO

FABIO JUNIOR CHAVEIRO DE SOUZA

GABRIELA CRISTINA SANTOS SILVA
ELLEN CAROLINE SILVERIO VIEIRA
FERNANDO HENRIQUE DE BRITO VAZ

GUSTAVO LIMA FRANCO

JOSE ITAMAR MENDES
DE SOUZA JUNIOR

MATHEUS LEVi PARANAGUA PINHEIRO
MILTON DE OLIVEIRA ASSUNGAO JUNIOR
MURILO ZANOTTO

RAFAEL ALVARENGA DE SOUZA

RAFAEL SOBRINHO MENDANHA

RAISSA KARENINE FERNANDES

RODRIGO GONCALVES TREVISAN

O Problema da Braquistdcrona

O Problema de Riemann para
Sistemas de Leis de Conservacao

Relatdrio Parcial de Estudos
Conceitos Basicos de Cadeias de Markov

Alguns Aspectos da Geometria Diferencial:
curvas e superficies parametrizadas.

Andlise digital da porosidade
de pacotes granulares

Construcao dos Numeros Reais

Tépicos de Geometria Diferencial
- Superficies Minimas

Estudo de analise real

Métodos indiretos para resolver
sistemas lineares

Um par de superficies isométricas

Estudo de analise real e
algebra linear - PICME

Conceitos e Aplicacdes de Algebra Linear

Cddigos Corretores de Erros
Lineares - Codificacdo

O Problema de Dirichlet
Curiosidades sobre funges reais

Equagdes diferenciais, teoria e aplicagbes




O PROBLEMA DE DIRICHLET !

MENDANHA, Rafael Sobrinho, e-mail: rafaelmendanha_@hotmail.com
Orientador: da SILVA, Edcarlos D., e-mail: edcarlos@mat.ufg.br

Universidade Federal de Goias - Instituto de Matematica e Estatistica

Palavras-chave: Problema de Dirichlet, Equacao de Laplace, Séries de Fourier.

1 Introducao

Apresentaremos problema de Dirichlet para a equacao de Laplace no retangulo e
no circulo. Estes problemas séo resolvidos usando Séries de Fourier e o Método de
Fourier.

A equacéo de Laplace é dada por

Pu  Pu

Au = —

GO Wl (1)

onde 2 € uma regiao do plano. Fun¢des que satisfazem a equacado de Laplace sao
chamadas de fungdes harmonicas, por exemplo, u(z,y) = x*> — y* é harmoénica em
todo plano.

O problema de Dirichlet pode ser definido, para equacao de Laplace, como:

Definicao 1.1 Seja f : 9 — R uma fungao continua dada, o problema de Dirichlet
consiste em encontrar uma fungdo « : Q — R continua tal que

Au=0em,
u= femof.

A funcao f representa a condicao de fronteira do problema.
Temos ainda que se existir solugdo para o problema de Dirichlet, ela sera unica,
ver [1], Teorema 7.2, p.248.

2 Metodologia

O projeto foi realizado com estudo individual e encontros semanais com o orienta-
dor.

'Revisado por: Edcarlos Domingos da Silva
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3 Resultados e discussao

Nesta secao apresentaremos o Problema de Dirichlet no retangulo e no circulo.

3.1 Problema de Dirichlet no Retangulo

Seja 2 uma regiao retangular denotada por #, igual a (0,a) x (0,b). A regido Q) é
limitada por quatro segmentos. Daremos nossa condicao de fronteira f : R — R por
quatro fungdes continuas, uma em cada lado de %, representadas por

u(r,0) = fo(z), wu(z,b)= fi(z), w0,y)=gl(y) e ula,y)=agy). (3)

Para garantir a continuidade da funcao f sobre 02, temos que exigir condi¢coes de
compatibilidade entre as equacdes em (3), de modo que f ndo seja descontinua na
extremidades dos segmentos que compdéem os dominios das funcées em (3). Essas
condi¢cbes de compatibilidade podem ser dadas por

fola) = g1(0), fo(0) = g0(0), fi(a)= gi(b) € f1(0) = go(y)- (4)

A ideia de se resolver o problema de Dirichlet no retangulo € dividi-lo em quatro partes.
Cada parte da resolugéo do problema consistiria em tomar uma fungéo que compdem
a condicao de fronteira (3) e considerar as outras trés funcées como nulas. Depois
disto a solucéo total do problema seria dada pela soma das solu¢des obtidas em cada
etapa. Logo temos que resolver o problema de Dirichlet com as seguintes condi¢cdes

w(,0) = f(z), w(xb) =u(0,y) = ula,y) = 0. (5)

Procuraremos candidatos a « na forma u(z,y) = ¢(z) - ¥(y). Aplicando a equacao
anterior na equacéo de Laplace obtemos

" 1
A ) R 2 C
U(y) ()
onde o € uma constante, pois os membros da expressdo anterior sdo iguais inde-
pendente de = e y. A expressao (6) representa duas equacgdes diferenciais ordina-

rias(EDO), lembramos que elas devem obedecer as condi¢des de fronteira (5):

(6)

u(r,b) = p(x) - P(b) = 0 = ¢(b) = 0, (7)

porque nao podemos ter ¢(x) = 0 para todo =, pois nos levaria a u(z,y) = 0 para todo
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x € y. Das demais condicbes de (5) ainda obtemos

u(0,y) = ¢(0) -(0) = ¥(0) =0 e u(a,y) = ¢(a) Y(y) = ¢(a) = 0. (8)

Resolvendo as equacdes diferenciais em(6) com suas respectivas condigdes obtidas
em (7) e (8), temos que suas respectivas solugdes sao as seguintes autofungdes
nwx nx nm(y — b)

On(T) = Ypsen——,  Yp(y) = Bne~ " senh -
a

A fungéo u(z,y) sera igual a soma infinita das autofungdes w,(z,y) = vn(x) - ¥, (y)
que pode ser representada por

nm - b
Zansenw e a%enh%. (9)

Para determinar os coeficientes «,, devemos aplicar u(z,0) = f(z) de nossa condi¢ao
de fronteira (5), com calculo simples, chegaremos a expressao final para u represen-
tada por

=\ cpsen’rE senhm(z_b)
=2 S (10)
=i SenhT
cujos coeficientes ¢, podem ser determinados por
/ f(zx sen—d:r (11)

Temos que, se f : [0,a] — R for derivavel até terceira ordem, com f(0) = f(a) = 0,
a solugao do problema de Dirichlet no retangulo, com a condigéo de fronteira (5), €
dada por (10) e seus coeficientes ¢, sdo dados pela expressao (11).

3.2 Problema de Dirichlet no Circulo

A regido 2 do problema de Dirichlet no disco € dada por
D, = {(z,y) € R : 2% + 4> < p*}, onde p é o raio do disco centrado na origem. Para
resolver nosso problema utilizaremos coordenadas polares, tomemos =z = rcosf e
y =rsenf,onde 0 < 6 <27 e 0 <r < p. Fazendo v(r,0) = u(rcosf, rsend), obtemos a
equacéao de Laplace em coordenadas polares

0%v 10v 1 0%v

Au=ont e T e

Conforme a Defini¢ao 1.1, utilizando coordenadas polares, o Problema de Dirichlet
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no Circulo consiste em:

Definicao 3.1 dada uma funcédo continua f(#), 0 < 6 < 27, devemos encontrar fun¢ao
v : Q0 — R continua tal que:

1T Au=285+280 4+ 598 =0
2. v(r,0 +2m) = v(r,0)
3. v(p,0) = f(0)

4. vdeclasse C?em 0 < r < p.

Procuraremos candidatos a v na forma v(r, §) = ¢(0) - ¢(r), que substituidos na equa-
cao de Laplace encontraremos

P2 () £ r(r) _ 8'(0)
() o0)

os dois membros da equagéo anterior sdo iguais independente de 0 e r, portanto, os
membros desta equacao devem ser fungdes constante, que pode ser denotada por o,
onde o € R

" (r) +r¢'(r) ¢"(6)
= e - =o0. 12
o) 78 ) (12
Resolvendo a equacéo dependente de 6§ em (12), acrescida da condi¢ao
(0 + 2m) = ¢(0), obtida da Definicao 3.1, temos ¢(#) & dada por autofung¢des

on(0) = A, cos(nd) + Bysen(nf). (13)
Resolvendo a equagéao em (12) dependente de r obtemos a seguintes solugdes
W(r) =In(r) - C + Cy, Yp(r)=1r" e P(r)=r". (14)

Encontramos solugbes candidatas a ¢ (r), mas note que as fungdes (r) = r " e
Y(r) =In(r) - C + C, s@o descontinuas em r = 0. Este fato geraria uma desconti-
nuidade em v(r,#), mas isso nao deve ocorrer, pois admitimos que v € uma fungéo
continua em todo 2. Portanto a Gnica solugéo de ,,(r) é

Yp(r) =1r", neN. (15)

Resolvemos nossas EDQ’s, descobrimos que suas respectivas solugbes sao auto-
funcdes representadas pelas expressoes (13) e (15), logo, a funcao v(r, d) sera tam-
bém uma autofuncao dada por

vn(r,0) = 1" (A, cosnb + Bysennf), n €N,
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consequentemente podemos escrever o candidato a v(r, §) como

v(r,0) = Ag + Z r" (A, cosnb + B,sennf). (16)

n=1

Determinamos os coeficientes Ay, A, € B, da expressao anterior impondo a condi¢ao
de fronteira v(p,0) = f(#), sendo eles expressos como

1 [ 1 2m 1 o
=5 i fla)da, A, = 7r_p" i f(a)cosnada € B, = 7T_,0” i f(a)sennada.

(17)

Se f(0), 0 < 0 < 2w, for uma fungéo continua, com f(0) = f(2x), entdo expres-
séo (16), com seus respectivos coeficientes definidos em (17), é solugao do Problema
de Dirichlet definido em 3.1.

Além disso, se r < pe 0 < 6 < 2w, podemos expressar v = v(r, ) através da
féormula de Poisson, representada por

Ao

— 1 2 p2 _ 7,2
v(r,0) = %/0 [pz T 9prcos(0 —a) f(a)da. (18)

4 Conclusoes

Apresentamos o Problema de Dirichlet em duas regides simples para as quais ex-
plicitamos as suas respectivas solucdes. Para regides arbitrarias este problema torna-
se ndo trivial. Uma caracteristica importante que podemos enfatizar do Problema de
Dirichlet é a sua unicidade tendo em vista o principio do maximo.

Referéncias
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Conceitos e Aplicagdes de Algebra Linear

ZANOTTO, Murilo*; ELIAS, Luciana A2
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2- Orientadora, professora do CAJ/UFG — lucianaeliasmat@gmail.com

Palavras chaves: Algebra Linear, Espago Vetorial, Produto Interno, Aplicacdes

Introducéao

A Algebra Linear se apresenta como uma importante ferramenta na tabulagao,
organizagdo e expressdo de resultados em problemas aplicados. O dominio dos
conceitos tedricos principais deste assunto possibilita ao conhecedor um amplo
espacgo de aplicacées em problemas tedricos ou vinculados a questdes praticas.

O Programa de Iniciagédo Cientifica e Mestrado (PICMe) proporciona ao
medalhista o confronto entre a linguagem muitas vezes ludica do ensino médio para
a linguagem matematica.

Este rigor, na maioria das vezes é preterido pelo conhecimento pratico e a
habilidade de sistematizar problemas, bem como resolve los. Expressar na

linguagem matematica superior.

5079

Capa | Indice
R R R R R BRRRRRRRrREEREERRDREBEEEEREBBEBRDRSSSSS



Ao mesmo tempo implementamos tal linguagem na abordagem do problema

concreto nas areas de aritmética, Engenharia, Probabilidade e outros, pois em nosso
caso, o0 aluno é vinculado a um curso da area de Engenharia e suas expectativas
sdo nesse periodo, fazer uso dos conhecimentos que sédo implementados em sua

instituicdo de ensino.

Definigoes
Espaco Vetorial
Um Espaco Vetorial real € um conjunto V n&o vazio, com dua operagoes:
soma VxV-->V, ou seja dados u e v pertencentes a V, u+v também pertence a V, e
produto por um escalar RxV-->V, dado um “a” pertencente aos numeros reais, a.u
também pertence a V. Tais que para qualquer u,v e w pertencentes a V e a,b
pertencentes aos Reais, sejam satisfeitas as propriedades. (Os elementos de V sao

chamados de vetores)

Du+v)+w=u+(v+w)

ij)u+tv=v+u

i) existe 0 pertencente a V tal que u + 0 = u, (0 € chamado de vetor nulo)
iv) existe -u pertencente a V talque u + (-u) =0

v) a.(u+v)=a.u+ayv

vi) (@+b)v=av+byv

vii) (a.b).v = a.(b.v)

viii) 1.u=u

Transformagoes Lineares

Sejam V e W dois espacos vetoriais. Uma transformacao linear (aplicagao linear) é
uma fungéo de V em W, F:V->W, que satisfaz as seguintes condi¢des:

i) quaisquer g sejamuevemV, F(u+v)=F(u)+F(v)

ii)quaisquer que sejam k em um corpo de escalares e v pertencente a V,
F(kv) = kF(v)
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Produto Interno

Seja V um espaco vetorial real. Um produto interno sobre V é uma fungédo que a
cada par de vetores v e V' pertencentes a V, associa um numero real denotado
<v;v'>, de modo que sejam validas as seguintes propriedades para quaisquer u, u' v
V' pertencentes a V e a pertencente aos reais.

i) (positividade) <v ; v> > = 0 para todo vetor ve <v; v> =0 se, e somente se v=0
ii) (bilinearidade) <a.v ; v’> =a.<v; v>

iii) (bilinearidade) <u +u';v>=<u;v>+<u';v>

iv) (comutatividade) <u ; v> = <v ; u>

Metodologia

Fizemos encontros semanais para sanar duvidas, determinar novos passos a
serem dados, tendo por base o material bibliografico utilizado. Fomos apresentando
os problemas a serem confrontados pela técnica e pelo rigor matematico. Tais
encontros consistiam, portanto, seminarios, arguicbes e resolugdo de problemas
aplicados. [1] [2] [3] [4]

Conclusoes

Os programas de pos graduagdo em Matematica seja pura ou aplicada
exigem de seus candidatos um bom conhecimento de Algebra Linear. O aluno que
nao fez/faz matematica tende a pouco se importar com o linguagem e as perguntas
inerentes a formalizacao de seus textos.

Para o bolsista graduando em outras sub areas do conhecimento é importante
ajustar os conceitos e os rigores solicitados aos bons programas de pds graduacgao
Stricto Senso. Ao mesmo tempo aproveitamos as atividades desenvolvidas no curso
de graduacédo que hora esta inserido. Em que tais conceitos sdo utilizados nos
cursos de tecnologia.

A Algebra Linear é uma ferramenta muito aplicativa, tanto no contexto da
matematica pura quanto na matematica aplicada. Acreditamos que este

entendimento tem dado bons frutos.
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As aplicagoes

As aplicagdes dos nossos estudos sdo usadas principalmente nas matérias
do curso de engenharia elétrica
Equacoes Diferenciais
usando auto-vetores e auto-valores, para acha a solugao de equacoes
Resolugao de circuitos elétricos
-onde atraves do circuito, vocé pode montar uma matriz [E]=[R]x[l] e assim achar a

“I”

corrente “I” em qualquer ponto do circuito.
[E]= matriz das tensbes

[R]= matriz das resisténcias

[1]= matriz das correntes

Cadeia de Markov

-principalmente usado em estatistica [4]
Agradecimentos
Agradecemos ao CNPq e a OBMEP o apoio desprendido.
Agradecemos a UFG pela orientagao
Referéncias Bibliograficas
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Construcdo dos Numeros Reais
Autor: VIEIRA, Ellen Caroline Silvério
(ec.sv@hotmail.com)

Orientador: SOUZA, Mario José de

(mariojsouza@mat.ufg.br)

Instituto de Matematica e Estatistica - IME

Palavras chave: sequéncias de Cauchy, numeros reais.

Introdugao

Em meados do Século XVI, matematicos comegaram a trabalhar com séries
infinitas e limites, e logo apds houve necessidade de fundamentar o Calculo
Diferencial e Integral e no século XVIII a intengédo era precisar a nogéo de limite.
Somente no inicio do Século XIX Cauchy entendeu claramente que a
fundamentacgéo do Calculo dependia de se tornar preciso o conceito de numero real.
Nesta época Cauchy, Weiestrass e mais tarde Dedekind apresentaram processos de
construcdo dos numeros reais. Contudo,nesse periodo ja se construia muitos
numeros,inclusive,valores numéricos para as fung¢des logaritmicas e trigonométricas,
que juntamente com os radicais tinham um grande numero de valores n&o racionais.
Em geral, estas fungcbes eram definidas por série de poténcias, isto €, seus valores
eram obtidos como limite de sequéncias. A ideia de Cauchy foi caracterizar as
sequéncias convergentes e definir o numero real como sendo a classe de todas as
sequéncias que convergem para ele. Desta maneira este trabalho objetiva a

construgcao dos numeros reais por meio das sequéncias de Cauchy.

Metodologia

O trabalho foi dividido em duas etapas, a primeira voltada para a
fundamentagéo tedrica (Analise na Reta), e a segunda destinada ao estudo das

sequéncias de Cauchy e construgdo dos numeros reais.

Resultados e discussao

Revisado por: Mario José de Souza
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1. Sequéncias de numeros racionais

Segundo LIMA (pagina 100) uma funcédo s:N — Q, onde N é o conjunto dos
naturais e Q o dos racionais, € chamada uma sequéncia de numeros racionais.
Entdo,quando n € um numero natural, s(n) € um certo numero racional que também
costuma ser indicado por s, € chamado o termo de ordem n, ou n-ésimo termo da
sequéncia.

Uma sequéncia de numeros racionais s, € dita limitada quando existem dois
numeros racionais p,q tais que, paratodon €N, p <s,<q.

Uma sequéncia a, é dita crescente se, para todo numero natural j a; < aj+1. A

sequéncia b, € chamada decrescente se, para todo numero natural j bj+1 < b;.
2.Pares de Cauchy

Dizemos que duas sequéncias a, e b, de numeros racionais formam nessa
ordem o par de Cauchy {a,,b.} se as seguintes condi¢cbes estao verificadas:
1) an € crescente; b, é decrescente;
2) Paratodon€N:a, <b,;
3) Dado qualquer numero racional € > 0 existe um numero natural n, tal que para
todo n = ng, bp-a, < €.
Dado o par de Cauchy {a,,b.} € 0 numero racional r, nés dizemos que {an,bn}
determinar se paratodon € N: a, <r < b,.
Conforme ALVARENGA (paginas 4 a 8) é possivel mostrar as seguintes
propriedades:
i)Se um par de Cauchy determinar um namero racional, este sera unico.
ilNem todo par de Cauchy determina um numero racional r, conforme a definicao
acima.
iii)E possivel que dois pares de Cauchy diferentes determinem o mesmo nimero
racional r, se ele existir.
iv)lUm par de Cauchy pode determinar no maximo um numero racional. Mas um

nuamero racional pode ser determinado por muitos pares de Cauchy diferentes.

3.Comparacéao de Pares de Cauchy

Revisado por: Mario José de Souza
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Dados dois pares de Cauchy {a, b.} e {c, d.} dizemos que {a,, b.} €
estritamente menor do que {c., d.}, € escrevemos {a.,, bn} < {c,, d.}, se existir algum
indice no € N tal que byo < Cro.

Dado dois pares de Cauchy {a. b.} e {c., dn}, quando {a,, b,} < {c,, dn}
dizemos que {c., d.} é estritamente maior do que {a., b.} e escrevemos {c., d.} > {a,,
bn}.

Dados dois pares de Cauchy {anbs}, {cn,d.}, suponhamos que existe um
numero racional r tal que a, < r < b, para todo n € N (isto &, {anb.} determina o
namero r). Suponhamos ainda que {a.b,} ndo & nem estritamente maior nem
estritamente menor do que {c.,dn,},entdo {c,,d.} determina o0 mesmo numero racional
r.

Demonstragédo: Como {a.,, bn} ndo é estritamente menor que {c.,d.}, temos que para
todo n € N {c, < b} (*), como {a,, b,} ndo é estritamente menor que {cn,d.}, temos
que {a, < d.} (**).Se, paratodon €N, ¢, <r < d, fosse falsa teriamos:

1)c.>r,;

2)dn<r;
1)Sec,>r,temosquec,—r>0eparan>no=— Ch—r=Cnp—r>0.Como {anb,} é
um par de Cauchy, existe ni > no, tal que, paratodon=ns: b,—a,<ch—-r = b,—an
<¢c,—-r.n2ny=b,-c,<a,—r, mas por (*) b—c, 20 = a,—r >0, para todon 2
n4, absurdo (an <r).
2) Esta demonstragao se da da mesma maneira que o item anterior.

Dados dois pares de Cauchy {a,b.} e {c.d.}, dizemos que {a.b.} &
equivalente a {c,,d.} e escrevemos {a,,b.} ~ {c.,d.} se {a,b} N&0 é nem estritamente

maior nem estritamente menor que {c,,d.}.
4.Adicao de Pares de Cauchy

Dados dois pares de Cauchy a = {a,,b.} € B = {cn,dn}, podemos formar o par de
Cauchy {a, + cn,b, + di}, que chamaremos de soma dos pares de Cauchy ae 3 e
escreveremos {an,bn} + {Cn,dn} = {an + Cn,bn + dn}.

Sejam r, s numeros racionais e {a,,bn} um par de Cauchy que determinar, e
{cn,d} um par de Cauchy que determina s. E facil perceber que a soma dos pares de

Cauchy {a, + c,,b, + d} € um par de Cauchy que determinar + s.

Revisado por: Mario José de Souza
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Vamos indicar com O o par de Cauchy {e,f,} tal que e, = f, = 0 para todo n €
N. Dado o par de Cauchy a = {an,b.}, podemos formar o par de Cauchy - a = {-b,

—an}, que chamaremos de simétrico de a.
5.Multiplicagao de Pares de Cauchy

Definicdo: Se a = {a.,b.} e B = {c.,dn} sd0 pares de Cauchy tais que para todo
n €N, a,>0ec,>0 entdo chamamos de produto de a por B o par de Cauchy
{anCn,bnds} € escrevemos:

{an,bn} % {Cn,dn} = {anCn,bndn}

Sejam r, s numeros racionais positivos, {a,,b,} um par de Cauchy que
determina r e {c,,d.} um par de Cauchy que determina s. Suponhamos que para todo
n€N, a,>0ec,>0. E de facil verificagdo que {ancn,b.d} &€ um par de Cauchy que
determina r.s e {1/b,, 1/a,} € um par de Cauchy que determina 1/r.

Seja {an,b,} um par de Cauchy estritamente maior que o par de Cauchy O.
Entao existe um par de Cauchy {ano,bno} tal que {an,bn} ~ {@no,bno} € ano > 0 para todo n
€ N. Vamos escolher o indice no de tal modo que an, seja o primeiro termo maior do
que zero na sequéncia a, (isto é, axn > 0 € a; < 0, para j < no). Diremos entdo que
{ano,bno} € 0 par de Cauchy associado a {an,bn}.

Definicdo: Sejam {a,bn}, {c»,dn} pares de Cauchy estritamente maiores do que
0. Seja {an,bw} 0 par associado a {a.b.} € {Cw,dno} O par associado a {Cn,dn}.
(Sabemos entdo que an > 0 € ¢y > 0 para todo n e {an,bn} ~ {@no,bno}, {Cn,dn} ~
{Cno,dno}) colocamos por definigao:

{an,bn}x {cn,dn} = {@n0Cno,bnodno}

6.0s numeros Reais

Seja Q o conjunto dos numeros racionais. Sabemos que Q*xQ € o conjunto
dos pares ordenados de numeros racionais, isto é: QxQ = {(a,b) | a € Q e b € Q}.
Ora, as fungdes f: N — QxQ formam um conjunto que chamaremos de A.

Que é um elemento de A? Um elemento de A € uma fungéo f: N — QxQ que
pode ser pensada como um par de sequéncias de numeros racionais {anbn}. Em
particular um par de Cauchy pertence a A, isto é, os pares de Cauchy formam um

subconjunto de A.
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Dado um par de Cauchy a, vamos juntar num conjunto a* todos os pares de
Cauchy equivalentes a a. Isto é, a* = {a’ € A| a’ ~ a}. Diremos que a* é o numero real
determinado pelo par de Cauchy a. O par de Cauchy a é entdo chamado um
representante do nimero real a*. E facil verificar que a ~ B = a* = B*.

Chamamos de R o conjunto de todos os numeros reais.
Conclusao

Durante a realizacdo deste trabalho foi possivel perceber que a construgao
dos numeros reais, na época de Cauchy, era uma necessidade e que nos dias atuais
0s numeros reais fazem parte de diversas areas do conhecimento (engenharia,
quimica, fisica, entre outras). Tivemos também a oportunidade de observar varios
métodos de construgdo dos numeros reais. Deste modo esse métodos
proporcionaram um melhor entendimento do conjunto dos numeros reais e sua
construgdo. O método que escolhemos foi o das sequéncias de Cauchy.

Acreditamos que nosso principal objetivo foi atingido.
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Titulo: Curiosidades sobre fungdes reais.

Autores: FERNANDES, Raissa Karenine; LEMES, Max Valério.
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nula.

Introducgao

Quando pensamos em fungdes reais, geralmente pensamos em fungdes
bem comportadas, ou seja, continuas e derivaveis sempre que preciso. Além disso,
lembramos daqueles exemplos aparentemente estranhos sao apenas exemplos ou
contraexemplos de “alguma propriedade” sem nenhuma utilidade pratica. Esse
trabalho visa desmentir essa visdo, mostrando que o universo das fungdes reais é
bem diversificado com fungbes com propriedades bastante interessantes e bem
diversificadas e que exemplos aparentemente artificiais possuem aplicagées

interessantes em problemas elementares.

Material e Método (Metodologia)

Foram utilizados livros, artigos e encontros semanais com o orientador.

Resultados e Discussao

Intuitivamente temos a visdo que uma fungdo continua € uma fungéo cujo
grafico pode ser desenhado “sem tirar o lapis do papel’. Certamente, com essa
ideia, lembramos rapidamente de varias fungdes continuas basicas, como por
exemplo: a reta, os polindmios, as fung¢des trigonométricas, a exponencial, a
logaritmica entre outras. Entretanto, devemos sempre considerar o dominio da

funcao antes de falar de continuidade.

Definicdo 1: Sgja f: X - R e a € X. Diz-se que f é continua em a quando
se para todo € > 0 existe § > 0 tal que |f(x) — f(a)| < € sempre que |[x —a| < 6. A
fungéo f é dita continua quando for continua em todos os pontos do seu dominio.

Segue imediatamente da definicdo que qualquer fungdo é continua nos
pontos isolados de seu dominio. Por exemplo, toda fungdo f:7Z — R € continua

porque o conjunto Z é discreto, ou seja, todos os seus pontos sdo isolados.
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Sabemos que o conjunto dos numeros racionais € o conjunto dos
numeros irracionais sdo densos na reta, isto €, qualquer intervalo aberto da reta
contém numeros racionais € numeros irracionais. Vejamos agora que a fungcao de
Dirichlet f: R - R, dada por

(0, xeQ
f(x)_{l, xe@

€ descontinua em toda a reta. De fato, se a € R é irracional, como o conjunto dos

numeros racionais € denso na reta, para todo § > 0 existe um numero racional
y€(a—4,a+ §) tal que |[f(y)—f(a)l> % Logo, f nao é continua em a.
Analogamente, mostramos que f ndo pode ser continua nos racionais.

O conjunto de Cantor & construido do seguinte modo: dividimos o
intervalo [0,1] em trés partes iguais e retiramos o intervalo do meio A;; = (é,g) .0
que nos deixa com dois intervalos fechados F;; e F;, , em cada um deles repetimos
a mesma operagao, removendo os intervalos (abertos) do meio A,; € 4,, . Com isto,
teremos quatro intervalos fechados F,,, F,,, F,; e F,,. Repetimos este procedimento
indefinidamente. O conjunto K de Cantor € o conjunto dos pontos nao removidos, ou
seja, K € o conjunto que obtemos ao retirar de [0,1] o conjunto aberto

A=uf4;,j=1.,2"i=12..}
O conjunto de Cantor € um conjunto compacto, ndo enumeravel, com

medida nula. Considere agora C(:[0,1] » Rdefinida da seguinte forma

C(0)=0,C(1) =1. Para x € 4;;, C(x) = 212—:1 Deste modo, C esta bem definida em

)

[0,1] — K. Além disso, o conjunto D = {0,

N |-

% ..} € denso em [0,1]. Com isto, dado

N

x €K existe o limite de C(y) quando y tende a x, logo podemos definir
C(x) = lim,_,, C(y). Definida assim a fung&o C é continua em [0,1],C € a chamada

escada de Cantor.

Fix)

Gréfico da escada de Cantor
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A escada de Cantor é continua, ndo constante, mondtona (n&o
decrescente) e sua derivada € nula exceto num conjunto de medida nula (o proprio
K). Entretanto, a escada de Cantor ndo é estritamente crescente. E possivel
construir uma funcéo continua, estritamente crescente, valendo 0 em 0 e 1 em 1,
mas cuja derivada é nula sempre que estiver definida (o que ocorre em quase todo
ponto). Neste caso, o conjunto dos pontos onde a funcdo ndo é derivavel sera
denso, ndo enumeravel, apesar de ter medida nula. A primeira vista, estas fungdes
sdo estranhas e artificiais, levando a crer que nao possuem aplicagdes.
Mostraremos que nem sempre € assim.

Problema: Um jogador inveterado precisa de uma grande soma de
dinheiro, digamos a, para quitar uma divida de jogo antiga. Ele reune todas as suas
economias, xa (com x < 1 é claro) e decide jogar no Cassino de Cantor, onde em
todos os jogos o apostador que ganhar recebe o valor apostado em dobro. A

probabilidade de ganhar cada aposta é p (por se tratar de um cassino, devemos
esperar que p < % ). Como nosso jogador é experiente, ele usa a seguinte técnica de
apostas: quando o total de seu capital for menor que % ele apostara tudo e quando
tiver mais que % aposta o suficiente para chegar a a ganhando uma unica vez. Qual

a probabilidade de seu sucesso?

Inicialmente, consideremos f,,(x) a probabilidade de sucesso comegando

com x. E claro que fp(0)=0ce f,(1) =1. Se x < % segue que f,(x) = pf,(2x) e se
1 ~ . . , . .

x =3 entdo a chance dele ganhar na primeira aposta é p, caso ele perca a primeira

aposta sua chance ¢é f,(2x — 1), isto &,

pfp(2x), sex < %;
fo(x) = "
p+A-p)fp,2x—1), sex 25.

Observe que podemos calcular f,(x) em fungdo de p nos racionais

diadicos (racionais na forma Zﬁn onde m,n € Z,). Por exemplo

LG =rh()=r7er () =r+a-pp
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Considere agora a diferenga entre dois racionais diadicos proximos

) I p <fp (nzln—-:l) — f (%)) , sem < 2"

+1
ﬁ4mﬁ_)_ﬁ(;'= m+1- 21 m —2n1 i
L(l—P)<ﬂ; <T>— ﬁ,(T>),sem2 2n1

Aplicando n vezes esta equacgéo obtemos o valor da diferenga em termos
de p. Seja N=1{0,1,2,3,...} o conjunto dos numeros naturais e F: N - N a funcao
definida por F(0) =0, F2m)=m e F(2m+ 1) =1+ F(m). Observe que F esta
bem definida e que podemos calcular seu valor para todo numero natural n.
F)=1+F0)=1 F(2)=F(1) =1, F3)=1+F(1) =2 e assim por diante. E
facil ver que F(m) € o numero de 1’s na expressao binaria de m, por exemplo,
2010 = (11111011010),, portanto F(2010) = 8.

Podemos provar por indugao que

fo () = 5o () = 0 = e

Vamos enunciar alguns lemas para organizar nossas conclusoes.

Lema 1: Seja p um numero real com 0 < p < % Existe uma unica funggo
continua e estritamente crescente f,:[0,1] - [0,1] com f,(0)=0 e f,(1)=1
satisfazendo a seguinte identidade para quaisquer naturais m e n comm < 2™:

m+1

() 5 () = e

Demonstragdo: Da identidade acima segue que

m-—1
m
5 (5) = D W (= p)"®
k=0
Por indugdo mostramos que f,, esta bem definida nos racionais diadicos.

Segue que 0 < f, (m+1 ) - f (Zﬂn) <(1-p)".

2n

Desta estimativa podemos concluir que existe uma forma de estender

continuamente (e de maneira Unica) a fungdo f, no intervalo [0,1]. Além disso, como
fp € estritamente crescente nos racionais diadicos e o conjunto dos racionais
diadicos € denso em R temos que f, € estritamente crescente.

De agora em diante usaremos a notagao f, para nos referirmos a fungéo

construida no lema acima.
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Considere x € [0,1] na base binaria, isto é, x = }7_; S onde 6, €{0,1}.

2n’

Segue do lema anterior que
fo(x) = 2 8 p" =101 (1= p)Ei=1 %
n=1
Lema 2: A fungéo f, satisfaz a identidade abaixo para todo x € [0,1]:

pfp(2x), sex <

)

fr(x) =

—_N =

p+1-p)f,(2x—1), sex 25.

Demonstragdo: Demonstramos a identidade acima para os racionais
diadicos por indugcdo no expoente do denominador. A identidade vale para todo x
pois f, € continua.

Segue deste lema que f, descreve a probabilidade de nosso jogador ser
bem sucedido se ele seguir a estratégia proposta. Pode-se mostrar que a estratégia
utilizada € a melhor possivel, isto €, se 0 jogador seguir qualquer outra estratégia
sua probabilidade de ganhar sera no maximo f,. Além disso, pode-se mostrar que f,
€ derivavel quase sempre em [0,1] e que a derivada é zero nos pontos onde esta
definida.

Conclusoes
Vimos que fungbes construidas analiticamente, cujo grafico sequer

podemos visualizar, possuem aplica¢des bastante interessantes.
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Introducgao

A teoria de codigos corretores de erros esta presente no nosso dia-a-dia, mesmo
que este fato ndo seja evidente. Ela esta presente em ocasides que fazemos uso de
informacdes digitalizadas, tais como assistir a um programa de televisdo, ou mandar
um recado para alguém via pager.

Ao desenvolver este tema observa-se uma mesclagem de conceitos e técnicas
de Algebra abstrata e aplicacdes imediatas na vida real, o que demonstra que a
sofisticagao tecnoldgica torna cada vez mais difusa a fronteira entre a Matematica
pura e Matematica aplicada.

A teoria dos codigos corretores de erros é utilizada sempre que € necessario
transmitir ou armazenar dados garantindo a sua confiabilidade. Em esséncia,
utilizam-se técnicas que permitem a insercdo de dados adicionais a cada informacéao
a ser transmitida ou armazenada de modo que, ao se recuperar a informagéao, seja

possivel detectar e corrigir erros.

Material e Método (Metodologia)
Foram utilizados livros e internet para pesquisas e encontros semanais com a

orientadora.

Resultados e Discussao

Inicialmente, introduziremos um exemplo simples, mas importante para ilustrar
os principios da teoria de cédigos corretores de erros.

Consideremos um robd, que se move sobre um tabuleiro quadriculado, conforme

uma lista de quatro comandos
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Leste — 00

Oeste - 01

Norte - 10

Sul -11
As palavras acima sdo denominadas palavras cédigo da fonte. Entretanto,
trabalhar apenas com o cddigo fonte é arriscado, porque qualquer interferéncia na
transmissao dos dados pode ocasionar um erro. Por exemplo, suponhamos que foi
enviada a sequéncia 10 para que o robé se mova para Norte. Se devido a ruidos na
transmissao for recebida a sequéncia 11 o robd se movera para Sul. Para evitar
erros como estes e/ou corrigi-los € necessario recodificar as palavras, de modo a

introduzir redundancias. Um exemplo de recodificacéo é:

00 — 00000
01 - 01011
10 - 10110
11 - 11101

onde as duas primeiras posi¢des reproduzem o codigo fonte, enquanto que as trés
posicdes restantes sdo as redundancias introduzidas. Essas novas palavras sao
chamadas palavras cédigo do canal.

Este procedimento facilita a detecgdo de erros. A palavra transmitida,
provavelmente, sera a que tem o menor numero de componentes diferentes da
palavra recebida. Por exemplo, suponha que ocorra um erro no envio de uma
palavra e seja recebida a sequéncia 11110. Comparando-a com as palavras do
cbdigo, verifica-se que provavelmente a palavra transmitida foi 10110, pois é a que
possui menor numero de digitos distintos..

Para a construgdo de codigos corretores de erros deve-se determinar o conjunto
A que sera utilizado como alfabeto. As sequéncias finitas de simbolos do alfabeto
serdo chamadas palavras. O comprimento de uma palavra € o numero de
componentes que possui. Caso as palavras de um codigo possuirem comprimento

n, diremos que o cédigo tem comprimento n.

Definicdo 1: Um cddigo de comprimento n é um subconjunto qualquer de

palavras de A".

Note que, no exemplo do robd, A = {0, 1}, n =5 e o codigo € C = {00000, 01011,
10110, 11101}
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A classe de codigos mais utilizada na pratica € a chamada classe dos codigos

lineares.
Denotaremos por K um corpo finito com g elementos tomado como alfabeto.

Temos, entdo, para cada numero natural n, um K-espaco vetorial K™ de dimenséao n.

Definicdo 2: Um cdédigo C c K™ sera chamado de cdédigo linear se for um

subespaco vetorial de K™.

Assim, o codigo do robd citado acima € um exemplo de codigo linear. Nesse
caso, o alfabeto € A = FF,, o corpo de Galois e o codigo é o subespago vetorial de F3,
imagem da transformacéo linear

T:F2 - F3

(x4, %2) ¥ (X1, X2, X1, X1 + X3, X3)

Seja C um cadigo, cuja dimensao sobre K é k. Considere B = {vy, ..., v} uma

base ordenada de C e G a matriz cujas linhas sédo os vetores

vV = ('Uil, . Uin),i =1,.., k, isto é,
21 V11V12.-V1p
G=1|:|= I : .
Vi Vk1Vk2--- UVkn

A matriz G é chamada de matriz geradora de C associada a base .
Considere a transformacao linear definida por
T: Kk —» K™

x — xG

Se x = (x4, ..., xx), temos que

T(x) = xG = x,v1 + -+ XV,
logo T(K*) = C. Podemos, ent&o, considerar K* como sendo o cddigo da fonte,
C o caodigo de canal e a transformagéo T, uma codificagdo. No exemplo do robd,
como B = {vy = 01011, v» = 10110} € uma base ordenada do cdédigo, a matriz

1 0110
01 011

j € chamada matriz geradora.

Além disso, como K? = {00, 10, 01, 11} temos
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1100)=(00)(é é 1 ?] = (00000) T(10)=(10){é é ?]=(1o110x
1(01)=(01)(é ? é : ?J = (01011) 1(11)=(11)(é ? é ?j=(111o1)

e portanto, ¢ = {00000,00110,01011,11101}

Definigao 3: Diremos que uma matriz geradora G de um cdédigo estad na forma
padréao se tivermos G = (Idx | A), onde Idx € a matriz identidade k x k € A € uma

matriz k x (n-k).

Definigdo 4: Seja C c K™ um cadigo linear, define-se cddigo dual como sendo
Ct={veK"(uv)=0VvueEC}
que também é um cddigo linear, onde (u, v) = uyv; + ...+ u,v,, com

U= U, Up) €V =(Vq,...,).

Proposicio 1: Seja C — K" um cédigo de dimensao k com matriz geradora

G = (Idk | A),
na forma padrao. Entao,
i) dimCt =n—k

ii) H = (-At|Id,_,) é a matriz geradora de C™.

Proposicao 2: Seja C um codigo linear e suponhamos que H seja uma matriz
geradora de C+. Temos entdo que

vEC S Hvt =0.

A proposicao 2 nos permite identificar os elementos de um cdédigo C. A matriz
geradora H de C* é chamada de matriz teste de paridade de C.

Para verificar se um determinado vetor v em K™ pertence ou nao a um cédigo C
com matriz geradora G, é preciso verificar se 0 sistema de n equagdes com k
incégnitas x =(x4, ..., x; ), dado por

xG =,
admite solucdo. As vezes este procedimento, requer um custo computacional
elevado. A matriz teste de paridade H permite que a solugéo seja encontrada por um

algoritmo mais rapido.
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Dados um codigo C com matriz teste de paridade H e um vetor v € K",

chamamos o vetor Hv! de sindrome de v.

No exemplo do cdédigo do robd, é evidente que a matriz geradora

1 0110
G:( 01 J esta na forma padrao. Pela proposi¢gdo 1, concluimos que a

0 1
1 01 0O
matriz H=|1 1 0 1 0| é a matrizgeradora de C*. Entdo, se
01 0 01

vi = (11101) e v, = (01110),

entao pela proposicao 2, temos que vq4 € C e v, ¢ C, pois

1 0
I 01 0 0)1 1 01 0 0)1 1
I 101 0j1(=0 e I 101 0)j1({=|0
01 0O0T1)O0 01 00 1)1 1
1 0

Neste caso o vetor (101) € o vetor sindrome de (01110).

Conclusoes

Abordamos, neste trabalho, alguns conceitos basicos de codigos corretores de
erros lineares, exemplificando. O préximo objeto de pesquisa € a decodificagéo
nestes cédigos. O desenvolvimento deste projeto propicia uma oportunidade de
evidenciar a relagdo estreita entre conceitos e técnicas de algebra abstrata e

aplicagdes imediatas na vida real.

Referéncias

[1] Chaves, Lucas M. Carvalho, Karina D de. Kinoshita, Vanessa G. Coédigos
Corretores de Erros, UFLA.

[2] Hefez, Abramo; Villela, Maria L. T. Coédigos Corretores de Erros, IMPA, Rio de
Janeiro, 2002.

[3] Souza, Adenilce O. Cédigos Corretores de Erros Lineares, FAMAT em
Revista, numero 06, 2006.

Revisado por: Elida Alves da Silva
5097

Capa | Indice
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INTRODUGAO

A porosidade € um termo referente aos espacos vazios de uma determinada
matéria. Em muitas situagées a medida da porcentagem de poros é fundamental
para uma melhor avaliacido da realidade. Seu estudo é extremamente importante,
por exemplo, quando se trata de petrdleo ja que, para existir um reservatorio, é
necessaria a existéncia de uma rocha suficientemente porosa e permeavel para
armazenar este fluido, além disso, tal rocha precisa estar confinada por rochas nao

porosas e impermeaveis, evitando o escape do petréleo.

Varios autores tém se dedicado a simular computacionalmente o problema da
geracdo de pacotes granulares. Para isso inumeras técnicas de simulagéo
computacional tém sido testadas. Pode-se, contudo, destacar alguns trabalhos de
reconhecida importancia tais como LANGSTON et al. (1995) que utilizaram um
modelo computacional baseado em elementos discretos (DE) para simular o fluxo de
material granular armazenado em um silo por uma tremonha. Outros autores tais
como ALLEN e TILDESLEY (1987) e RAPAPORT (2004) usaram modelos baseados
em dinamica molecular (MD) de particulas elasticas. Ja LUBACHEVSKY (1991) e
HERRMANN e LUDING (1998) utilizaram a simulagdo conduzida por eventos (EDS)

para particulas rigidas.

O presente trabalho, ainda em execucgao, visa o desenvolvimento de um simulador

capaz de gerar pacotes granulares denso, mas ainda porosos. Para a validagdo do
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simulador foi utilizado um silo bidimensional de acrilico. Os resultados encontrados

nos ensaios com o silo bidimensional estdo de acordo com o previsto na literatura.

MATERIAIS E METODOS

De modo a gerar pacotes granulares densos, porém porosos, foi construido um
aparato experimental composto por placas de acrilico transparentes, formando um
silo bidimensional de placas planas. A designagéao de bidimensional se deve ao fato
do material colocado no interior do silo formar uma monocamada de gréos dentro

deste.

Para a montagem do silo foram cortadas duas placas de acrilico transparente de 155
x 45 x 0,5cm (largura x comprimento x espessura), para serem usadas como a parte
frontal e traseira do silo. Para compor a lateral do silo foram usadas pec¢as duas
pecas do mesmo acrilico com 90 x 10 x 0,3cm. Em tais pecgas foi cortado um encaixe
circular para que a inclinagdo da tremonha do silo pudesse ser regulada de 0 a 90°,
encaixando-se nas pecas laterais sem gerar nenhuma abertura na lateral do silo.
Para compor o fechamento entre as partes maiores do silo foram instaladas duas
pecas de 10 x 10 x 0,3cm na base do mesmo. A junc¢ao das pecas de acrilico foi
feita com parafusos de 0,5cm, arruelas e porcas. Para dar sustentacéo vertical ao
silo e manter o seu ponto de descarga afastado do chao foram coladas nas pegas de
acrilico frontal e traseira duas pecas trapezoidais, apoiadas sobre uma placa de 45 x
25 x 0,5cm. O polimero utilizado para a construgédo do silo foi o polimetilmetacrilato
(PMMA), também denominado de acrilico ou plexiglass, foi escolhido pelo seu
elevado grau de transparéncia. Sua formula molecular & (C502Hsg),. Como material a
ser usado no silo foram cortados discos de acrilico com didametro nominal de 2 e

4cm e espessura de 0,2cm.

Para a aquisicdo da imagem do silo carregado com os discos utilizou-se uma
camera digital Cyber-Shot DSC-50H fabricada pela empresa Sony. Apos a captura
da imagem estas passaram por um tratamento no software ThumbsPlus Pro versao
6.0 desenvolvido pela Cerious Software, onde as imagens foram rotacionadas e

recortadas (quando necessario) de modo a conter apenas o silo e os discos em seu
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interior. Para tratar a imagem e contabilizar os poros foi usado o software proposto
por Silva et alli (2007).

RESULTADOS E DISCUSSAO

Foram realizados ensaios no silo bidimensional proposto com trés inclinacbes
diferentes da tremonha (45, 60 e 75°) para discos de acrilico de 2cm de diametro e
com duas inclinagdes diferentes da tremonha (60 e 75°) para discos de acrilico de
4cm de didametro. A figura 1 apresenta o silo bidimensional carregado com 300
particulas de 2cm de diametro e inclinacdo da tremonha de 45° (figura 1a), bem
como o resultado da analise da imagem digital usando o algoritmo proposto por Silva
et alli (2007) (figura 1b). Ja a figura 2 apresenta os resultados encontrados para os
discos de 2cm de diametro e tremonha com 45°, onde variou-se a quantidade de

discos dentro do silo.

Figura 1 — (a) Pacote granular gerado com discos de 2cm de didmetro e inclinagéo

da tremonha de 45°. (b) resultado da analise da imagem digital.
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Figura 2 — Resultados obtidos para particulas de 2cm e tremonha com inclinagao de 45°.

CONCLUSOES

A analise de imagens digitais para a determinagdo da porosidade de pacotes
granulares se mostrou uma ferramenta viavel devido a alta velocidade de
processamento e acuracia do algoritmo usado. O resultado encontrado para as
particulas de 2cm atendem ao esperado na literatura, mostrando que a porcentagem
ocupada pelos discos cresce com o numero de discos, tendendo assintoticamente a

um valor maximo, que corresponde ao empacotamento maximo de discos.
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EQUAGOES DIFERENCIAIS, TEORIA E APLICAGOES
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Palavras Chave: Equagao diferencial ordinaria; solugdo analitica.

INTRODUGAO

Uma das maiores motivacdes de se estudar as equacdes diferenciais, € a sua
vasta aplicacdo em estudos de fendmenos fisicos e biolégicos. Como se pode
observar, principalmente desde o século XVIll, grandes pensadores comegaram a
perceber a importancia e as vastas aplicacbes desse novo ramo de estudos, dentre
estes destacam-se: Brook Taylor(1685-1731), Leonhard Paul Euler (1707-1783),
Pierre-Simon Laplace (1749-1827), Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) e a familia
Bernoulli. Todos esses importantes atores dessa historia contribuiram para o
desenvolvimento de teorias que levaram ao avango dos estudos das equacdes
diferenciais, propiciando a otimizagdo de muitos recursos e o desenvolvimento de

varias tecnologias para a melhoria da qualidade de vida da populagao.

Além disso, com o advento da computagao, surgiu uma nova area no estudo
das equacoes diferenciais, a solugdo numérica. O Calculo Numérico corresponde a
um conjunto de ferramentas ou métodos usados para se obter a solugdo de
problemas matematicos de forma aproximada. Esses métodos se aplicam
principalmente a problemas que ndo apresentam uma solugdo exata, portanto
precisam ser resolvidos numericamente, pois embora um problema de matematica
possa ser resolvido analiticamente, esse método pode se tornar impraticavel com o

aumento do tamanho do problema.

Este trabalho foi realizado com o objetivo de estudar métodos de resolugéo
analitica e numérica de alguns tipos de equac¢des diferenciais (ordinarias e parciais)
que aparecem mais frequentemente e em seguida verificar algumas aplicagdes

destas em modelagens de casos fisicos e bioldgicos.

Revisado por Lee Yun Sheng.
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MATERIAL E METODOS

Este estudo foi dividido em quatro partes centrais, seguindo uma ordem

cronoldgica dos assuntos que propiciasse uma melhor compreenséao geral do tema.

A primeira parte do projeto teve por finalidade realizar uma revisao
bibliografica, buscando conhecer e compreender a histéria da evolugdo do estudo
das equacoes diferenciais. Iniciando com o desenvolvimento do Calculo atribuido a
Gottfried Wilhelm von Leibniz e a Sir Isaac Newton (CONTADOR, 2006), de uma
forma um tanto quanto polémica que permanece até os dias de hoje, e finalizando
pela compreensdo do que ja foi desenvolvido e pelas areas que ainda necessitam

ser estudas, revelando seu enorme potencial para varias ciéncias aplicadas.

A segunda etapa do trabalho foi o estudo das equacdes diferenciais
ordinarias, em que as fungdes incognitas sdo fungdes de somente uma variavel,
portanto as derivadas que aparecem na equacgao sao derivadas totais (JUNIOR;
LADEIRA, 2000). Nessa etapa foi feito um extenso referencial teérico, com o estudo
de definigbes, classificacdo e de varios teoremas, que garantem algumas condigdes
importantes para a existéncia de solucdes (SODRE, 2003). Correspondeu também
ao estudo detalhado de métodos de resolucdo de alguns dos varios tipos de
equacdes diferenciais mais frequentes, solugdes de equacgdes diferenciais ordinarias
de primeira e segunda ordem, homogéneas e ndo homogéneas, equag¢des de ordem

superior e a Transformada de Laplace.

Passamos entdo a terceira etapa, agora com o estudo de equagdes
diferenciais parciais, assim denominadas porque as fungdes incognitas sao fungdes
que dependem de mais de uma variavel. Portanto as derivadas que aparecem na
equagao sao derivadas parciais (JUNIOR; LADEIRA, 2000).

A quarta e ultima parte foi a concretizagao do conhecimento, juntando-se toda
a teoria aprendida para a compreensdo das aplicagbes na modelagem de
fenbmenos. Para tanto foi necessario ainda uma introdu¢cdo a linguagem
computacional FORTRAN 90 e o uso de métodos de solugdo numérica de diferentes

ordens.

Revisado por Lee Yun Sheng.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

Para expressar os resultados obtidos com esse trabalho, ja que eles sdo em
sua maioria didaticos e dificeis de mensurar, faremos a seguir a demonstracao de
uma aplicagdo a um exemplo pratico. Esse exemplo é relativamente simples de ser
resolvido de forma analitica, e gracas a isso faremos a comparagéo entre os

resultados obtidos de forma analitica e os encontrados pelo calculo numérico.

Considere o exemplo a seguir: em uma industria, dois tanques se encontram

conectados conforme a ilustragao abaixo.

10 //min
Agua

16 ¢ /min 10/4/min
Mistura

No instante de tempo t = ), o Tanque 1 contém 10 litros de &gua pura e o
Tanque 2 contém 20 litros de uma mistura de dgua com 12 Kg de sal. Agua pura
esta sendo constantemente bombeada para dentro do Tanque 1 a uma taxa de 10
litros por minuto, as misturas salinas sao trocadas entre os dois tanques como na
figura acima, e a mistura escoa do Tanque 2 a uma taxa de 10 litros por minuto.

Encontre a quantidade de sal em cada tanque no instante de tempo .

Solugao: Podemos observar que a quantidade de agua que entra e que sai de
cada tanque é a mesma, dessa forma o volume dos tanques ira permanecer
constante ao longo do tempo. Apds relacionarmos todas as variaveis envolvidas
encontramos que a equagao diferencial que descreve este sistema é o problema de

valor inicial (PVI):

Revisado por Lee Yun Sheng.
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10 = — 2 %, (0) + - x,(0),

5 10
8 4
20 = £ 1D~ g B0,
L xl(O) = 0, xz(O) = 12

Este é um sistema de equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem com
os coeficientes constantes e que pode ser resolvido analiticamente usando o método
do polinémio caracteristico, que nos conduz a seguinte solugao:

2, 9

2
x.(6) == e 5 —= g2t x,(t) = 9e 75" 4 3¢

| o

Para efeito de comparacdo também foi realizada a resolugcdo numérica,
partindo da descretizacdo do problema e usando o método de Euler, calcularam-se
os valores por meio da diferenga atrasada usando-se trés diferentes amplitudes, a

fim de discutir o erro apresentado nas diferentes simulacées.

12

10

Sol. Analitica

\ Sol. Numérica
1

o 1 2 2 4 5 6 7 8 9 10 11 tempo(min)

Figura 1. Grafico dos resultados obtidos pelos diferentes métodos.

Podemos observar que ambos os métodos ficaram muito proximos, com a
vantagem para o método numérico devido a maior facilidade de resolugcéo
computacional. As diferentes amplitudes utilizadas néo resultaram em diferencas
significativas no erro da resolugdo numérica e por isso nem foram mostradas no

presente trabalho.

Revisado por Lee Yun Sheng.
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CONCLUSAO

O projeto de iniciagao cientifica possibilitou a revelagdao de novas areas do
conhecimento, onde a aplicagcdo da matematica pode resultar em excelentes
melhorias dos processos produtivos. O uso das teorias desenvolvidas para as
equacgdes diferencias, juntamente com os avangos na area de tecnologia da
informacgado podem permitir novos ramos de estudo e propiciar solu¢gdes para alguns

problemas os quais até pouco tempo eram considerados sem resolugao.
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O Problema de Riemann para Sistemas de Leis de Conservagao
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Ondas de choque e rarefagao.

INTRODUGAO

O sistema-p, o qual surge no contexto da dindmica dos gases, consiste
na classe de sistemas do tipo:

v —u, =0

u, + p(v), = 0, onde p(v) é uma funcéo que satisfazp <0ep > 0. (1)
Sistemas consistindo de equagdes homogéneas quase lineares do tipo:

u, + f(w), =0, (2)

com u=(u _,u,) €ER", f=(f,..,) EC?(2) e NCSR", (xt)€ERXR,, sdo
denominados sistemas de leis de conservacdo, e aparecem naturalmente em
fisica ao aplicar leis de conservacgao, onde efeitos dissipativos s&o desprezados.
Para colocarmos o sistema-p na forma (2) fazemos:

U= (u), FIU) = (—u,p(v)).
O problema de Riemann para sistemas de leis de conservagao consiste

no problema de valor inicial para o sistema-p com dados iniciais:
U(x,0) =Uy(x) = U =w,u),x<0

U, =w,u,), x>0. (3)
Neste trabalho estudamos a solugao do problema de Riemann para o sistema-p para
todos U;, U, € R?.

As figuras que ilustram este trabalho foram extraidas em [SMOLLER].

METODOLOGIA

Inicialmente, consideramos uma Unica equagdo escalar (n=1).
Determinamos a chamada condi¢gdo de salto que relaciona os valores de f(u) em
cada lado da curva de descontinuidade com a inclinagao das retas caracteristicas.

Para sistemas com n > 2, determinamos as condi¢cbes de choque, as
quais s&o desigualdades relacionando os autovalores da matriz jacobiana de f com
a inclinagao das retas caracteristicas.

Revisado por: Jesus Carlos da Mota
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ApoOs calcularmos os autovalores A; da jacobiana de f para o sistema-p,
determinamos as curvas de choque e de rarefacao por U, fixo. Existem dois tipos de
choques: choque para tras e choque para frente. A curva de choque para tras é
denotada por S;(U) e a curva de choque para frente é denotada por S,(U). Do
mesmo modo, existem dois tipos de rarefacéo: rarefacdo para tras, correspondente
a familia 1, de caracteristicas; e rarefacdo para frente, correspondente a familia
A, de caracteristicas. Denotamos por R;(U) a curva de rarefagdo para tras e por
R, (U) a curva de rarefagéo para frente.

Para U, fixo e U, U € R?, definimos:

F= {Wz (l_f) U € W1(Uz)}, w; (U) =S, (l_l) UR; (l_l) i=12. (4)

Se U, ¢ S;(U) e U, ¢ R;(Up), i=1,2, ligamos U; a U por uma curva de choque ou de

rarefagdo para tras, e ligamos U a U, por uma curva para frente pertencente a ‘F.
RESULTADOS E DISCUSSAO

A velocidade s de um choque para frente deve satisfazer as seguintes
condigdes:
s <4 U) eA(U,) <s < AU,). (5)

Enquanto a velocidade s de um choque para frente deve satisfazer:
MU <s <A (U) e 1,(U,) <s. (6)

Fixado U; € R?, a curva de choque para tras (ver Fig.1, que mostra
também a solugao por uma onda de choque para tras) € dada por:

S w=w == [0 - v (p@) - pW) = 5@, v > v @)

A curva de choque para frente (ver Fig.2, que mostra também a solugdo por uma

onda de choque para frente) é dada por:

SU): u—w = —J(v — (@) - p@)) = 55U, v <. ®)

Dado U, € S;(U)) ou U, € S,(U;), determinamos a velocidade s da descontinuidade
através das equagdes:

sw—vp)=—(@w-u) e su—w) =pl) —p). 9)

Revisado por: Jesus Carlos da Mota
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uT U, speed s 4

U~ Wy =

s, (v: U U,
U,

U, U, x

Figura 1: A curva de choque para tras.

U,

u— = sa(v; Uy

v L,',
Figura 2: A curva de choque para frente.

Fixado U; € R?, a curva de rarefagdo para tras (ver Fig.3, que mostra
também a solugéo por uma onda de rarefagao para tras) é dada por:

RUD: w—w = [ (PO dy = nw;U), v <v. (10)
A curva de rarefagao para frente (ver Fig.4, que mostra também a solugao por uma

onda de rarefagéo para frente) é dada por:

v r
Ry(UD: u—w ==[ =Gy = n(w;Up), v >v. (1)
speed A,(U, t
speed A,(U)
U, U'
U, U, x

Figura 3: A curva de rarefagdo para tras.

f speed 4,(U;)

U

u—1=n(U)

Figura 4: A curva de rarefagédo para frente.

Revisado por: Jesus Carlos da Mota
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A Fig. 5 mostra as curvas S;(U;), R;(U;),i=1,2 no plano (v,u). Estas

curvas definem quatro regides abertas denotadas por |, Il, lll e IV.

Ryiu—uwy=ryv: U)

u v

Ri:u—uw=ryv;U)

1 : I
I

v

S;iu—u = s5,(0; U
Siiu—u =s,;U)

Figura 5: O plano (v, u) dividido pelas curvas de rarefagcdo e de choque.

As figuras seguintes mostram a solugdo para U, em cada uma das

regides I, 11, lll, ou IV.

U
U, U,
U, ¥, x
U~ 032U,
Figura 6: Solucao para U, na regido |.
t
U
U, v,
U, O %
s, S5

Figura 7: Solugao para U, na regiéo Il.

Revisado por: Jesus Carlos da Mota
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U,

Figura 8: Solugao para U, na regiao lIl.

U.

Figura 9: Solugao para U, na regiao IV.

Para cada ponto do plano (v, u) pertencente a uma das regides |, Il ou Ill passa uma
unica curva contida em ‘F. Portanto, nestes casos, existe uma unica solugéo do
problema de Riemann. Existem pontos na regido IV para os quais ndo passam

nenhuma curva de ¥. Para estes casos, o problema de Riemann nao tem solugéo.

CONCLUSOES

Mostramos entdo que o problema de Riemann para U, fixo e U, € S;(U)),
ou U, € R;(U;), =12 ou U, pertencente as regides |, Il ou lll, admite solugao, e tal

solugao é unica na classe de solugdes do tipo ondas de choque e rarefacao.
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METODOS INDIRETOS PARA RESOLVER SISTEMAS LINEARES
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XVIII Seminario de Iniciacdo Cientifica

RESUMO: Este trabalho contém exemplos, definicbes e alguns meétodos
numéricos indiretos utilizados na resolucdo de sistemas de equacdes lineares. E

apresentado também em que situagado cada um dos métodos pode ser aplicado.
PALAVRAS- CHAVE: sistemas lineares, métodos numéricos, convergéncia.

INTRODUGAO:
Considere o seguinte sistema de equacoes lineares
Ax =b, (1)
onde A é uma matriz n x nnao singular (det (A# 0)), x e b séo vetores n x 1.

Os sistemas lineares estdo associados com muitos problemas na engenharia
€ nas ciéncias, bem como com aplicagdes da matematica as ciéncias sociais e ao
estudo quantitativo de problemas de negdcios da economia. No entanto, na pratica,
para chegarmos a uma solugdo em termos numéricos, de sistemas de equacdes
lineares que possuem muitas variaveis, ha a necessidade, entdo, de desenvolver
métodos numéricos que possam ser usado em computagao eletronica.

Existem duas grandes classes de métodos para a resolugao de sistemas de
equacgdes lineares: meétodos diretos e indiretos (também conhecidos como
iterativos). Um método é dito ser direto quando, na auséncia de erros de
arredondamento, determina a solugdo exata do sistema por meio de um numero
finito de passos previamente conhecidos, levando em conta a invariancia da solugao
de sistemas equivalentes. Como exemplos de métodos diretos, temos: o método de
eliminagcdo de Gauss, decomposigdo LU e de Cholesky, ver [SPERANDIO et all,
2003; FRANCO 2006; BURDEN et all, 1980; CAMPOS, 2007]. Um método ¢é dito ser
indireto quando fornece uma sequéncia de aproximantes da solugédo, cada uma das

quais obtida das anteriores pela repeticdo do mesmo tipo de processo. Como
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exemplos de métodos indiretos, temos: o método de Jacobi e de Gauss-Seidel, ver
[SPERANDIO et all, 2003; FRANCO 2006; BURDEN et all, 1980; CAMPOS, 2007;
BOLDRINI et all, 1980].

Por razdes técnicas, durante varios anos houve preferéncia generalizada
pelos métodos iterativos, mas com o desenvolvimento de computadores em grande
capacidade de memodria e rapidez, os processos exatos voltaram a ser interessantes
do ponto de vista pratico e, atualmente, sdo competitivos com processos iterativos.

Este trabalho se limita a abordagem dos métodos indiretos caracterizando as
condi¢gdes de convergéncia dos mesmos na obtencéo de solugdes para sistemas do
tipo (1).

MATERIAL E METODOS:

Por meio do método comparativo e dedutivel, procedeu-se inicialmente a
coleta de dados bibliograficos, passando posteriormente a analise dos mesmos, num
trabalho de comparacgao, procurando consolidar as referéncias existentes acerca do
assunto em discusséao.

Também implementou-se programas que comprovam a veracidade do tema
em estudo.

Muito colaborou com a pesquisa o professor orientador Dr. Glaydston de
Carvalho Bento por intermédio dos conhecimentos repassados, propiciando usufruir

de suas experiéncias técnicas, profissionais e académicas.

RESULTADOS E DISCUSSOES:

Técnicas iterativas sdo raramente utilizadas para solucionar sistemas lineares
de pequenas dimensdes, j4 que o tempo requerido para obter um minimo de
precisdo ultrapassa o requerido pelas técnicas diretas. Contudo, para sistemas
grandes, com uma grande porcentagem de entradas zero, essas técnicas sao
eficientes em termos tanto de calculo como de armazenamento. Sistemas desse tipo
frequentemente surgem na analise de circuitos e na solugdo numérica de problemas
de valor de limite e equacgdes diferencias parciais. Os métodos iterativos de Jacobi e
de Gauss-Seidel datam do final do século XVIII, e sdo conhecidos como métodos
classicos.

o)

Considere o vetor ¥ como uma aproximacgdo inicial para a solugdo do

sistema linear (1) e o seguinte processo iterativo:
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%0 = plk-1) + g, (2)
onde B é uma matriz n x n (chamada matriz de iteragdo) e 4 é um vetornx1 O
processo (2), em certas circunstancias, gera uma sequéncia de aproximagoes
sucessivas x' para a solugdo desejada. Uma condi¢gdo necessaria e suficiente
para a convergéncia da referida sequéncia € dada em termos do raio espectral
p(A) = max|l4ll, onde A; sdo os autovalores da matriz 4, a saber, quando p(4) <1
, ver [FRANCO 2006, BURDEN et all, 1980, CAMPQS, 2007]. Tendo em vista que a
determinacao do raio espectral pode requerer maior esforco computacional que a
prépria solugdo do sistema, na pratica sado utilizadas condigoes suficientes,
determinadas em termos de normas subordinadas convenientes, baseado no fato
que o processo definido por (2) é convergente se, IIBll < 1, para alguma norma

subordinada de matrizes, ver [BOLDRINI et all, 1980; FRANCO 2006; BURDEN et
all, 1980; CAMPQOS, 2007]. Na pratica, a solugao do problema (1) é obtida com uma
determinada precisdo usando o seguinte critério de parada:

le+a) _ R
="+ — ==

e <€ (erro relativo), k = k_.. (Niumero Maximo de lteragdes)

Seja 4 a matriz dos coeficientes do sistema (1) e considere a seguinte
decomposicao
A=L+D+R,

onde L = (I;) é uma matriz triangular inferior formada pela parte inferior da matriz

A, D = (d;;) é uma matriz formada pela diagonal de A e R = (*i;) é uma matriz
triangular superior formada pela parte superior da matriz A.

A seguir é apresentado uma sintese dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel.

Método de Jacobi:

O método de Jacobi é obtido considerando

B=-DYL+R)eg=-D

Com respeito as normas Il -ll. e Il -1l;, tem-se as respectivas condi¢ées suficientes
para convergéncia da sequéncia gerada por (2):

e O critério das linhas:

oy
MaXygign Lj=1 iy < 1 (3)

e O critério das colunas:
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- Z lasll _
1gizn Iaull
z"‘_;l

Uma matriz A é Estritamente Diagonalmente Dominante se:

s=illagl < llagll j=4 2 . (4)

H
Note que o critério das linhas é equivalente a matriz A ser estritamente diagonal
dominante. Portanto, podemos verificar se 0 método de Jacobi é convergente
avaliando se a matriz A é estritamente diagonal dominante.

Método de Gauss-Seidel:

O método de Gauss-Seidel é obtido considerando

B=—(L+D)'eg=(L+D) ' (5)
Com respeito a norma |l - ll.. & possivel verificar que
< _ _ it el lassll
IBll. < maxf, <1 g = yiz S B+ e

ver, por exemplo, [FRANCO, 2006]. Desta ultima desigualdade, tem-se as seguintes

condicdes suficientes para convergéncia da sequéncia gerada por (2):

« O critério de Sassenfeld: max/h; <1,

lzizn
e O critério das linhas dado por (3);

o Estritamente diagonal dominancia da matriz A dada em (4).

Pode acontecer que o método de Jacobi resulte convergente, enquanto que o
de Gauss-Seidel resulte divergente e vice-versa.

As técnicas diretas e iterativas podem ser aplicadas no balanceamento de
uma equagao quimica, o qual € baseado na lei de conservacdo da massa de
Lavoisier: “Em uma reag¢do quimica, a soma das massas dos reagentes € igual a
soma das massas dos produtos resultantes.”

KMnO4 + H2SO4 + NaNO. — K.S0O4 + MnSO4 +NaNOs + H.0

Atribuindo coeficientes literais x; as substéncias que aparecem na equagéao, 0s
quais constituem as incognitas. Aplicando a lei de Lavoisier e comparando 0s
elementos membro a membro, constroi-se um sistema de equacgbes algébricas
lineares onde as incognitas sdo os coeficientes estequiométricos x; da reagao
quimica. Se houver mais incognitas do que equacgdes, atribui-se um valor arbitrario a

uma delas. Temos entio:
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X/KMnO4 + x2H2SO4 + xsNaNO2 + = x,K2S04 + xsMnSO4 + x¢gNaNOs + x7H-0,
um sistema linear com 6 equagdes e 7 incdgnitas. Atribuindo um valor arbitrario a
uma delas, temos sistema linear do tipo (1) o qual podemos obtemos a solugdo com

“uma certa facilidade.”

CONCLUSOES:

Através deste trabalho ficou evidente a importancia da utilizagado de técnicas
diretas e indiretas e a sua eficacia na resolugao de sistemas de equagdes lineares.
Notou-se que as técnicas iterativas permitem obter a solugdo de um sistema de
equacdes lineares do tipo (1). Apesar de ter sido apresentado, de forma um pouco
mais sistematica, apenas os métodos iterativos, foi certificado, através de
experimentos computacionais uma comparagdo entre os diferentes métodos

considerados no trabalho.
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Introdugao

E de grande interesse em diversos ramos da ciéncia, trabalhar com maximos
e minimos visto que em quase todos os acontecimentos notérios no nosso viver,
normalmente lidamos com tais extremos, de tal maneira que, mesmo quando tais
extremos devem ser evitados, € necessario conhecé-los para que seja possivel
permanecer entre eles.

O Caélculo variacional € uma ferramenta imprescindivel para trabalhar com
certas situagbdes que envolvem maximos € minimos.

Um problema tipico e interessante do calculo variacional € o problema da
braquistdcrona, que trata de encontrar a trajetoria de uma particula que, sujeita a um
campo gravitacional constante, sem atrito e com velocidade inicial nula, se desloca
entre dois pontos no menor intervalo de tempo. Esse problema foi posto por John
Bernoulli em 1696 e contribuiu de forma importantissima para o desenvolvimento do
calculo variacional. Foi resolvido por John Bernoulli, James Bernoulli, Newton e
L’Hospital.

Metodologia

Como é exigido pelo programa [PICME], todo o desenvolvimento do projeto visa a
participagao e apresentagao dos resultados dos estudos em congressos cientificos
ou outros seminarios que abordam o tema. Sendo assim, com o auxilio do
orientador, retirando duvidas constatadas, e indicando areas necessarias para se
obter uma maturidade maior no ramo de estudo, foram sanadas as deficiéncias que
seriam entraves a realizagdo da pesquisa em questao.

Resultados e discussao

1. Funcionais

“Revisado por: Rogerio: de Queiroz Chaves”
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Funcionais tém um papel essencial em diversos problemas decorrentes da
analise, mecanica, geometria etc. Um funcional nada mais € que uma
correspondéncia que a cada funcdo pertencente a uma determinada classe de
funcdes associa um numero real. A titulo de esclarecimento pode-se dizer que

funcionais sdo fungdes reais cujo dominio é um conjunto de fungdes.

Por exemplo B(y) = fab Flx, y(x), vy (x)]dx,

onde F[x y(x), ¥(x)] € uma funcdo continua de trés variaveis e y € uma funcao
continuamente diferenciavel no intervalo [a,b]. Assim, a cada fung&o y, o funcional
associa um numero real B(y). Observe que para diferentes fungdes F[x, y(x),y’ (x)]
obtemos funcionais diferentes.
2. Condigao necessaria para a existéncia de um extremo

A fim de obtermos uma condi¢ao necessaria para que existam extremos num
funcional, semelhante a ideia utilizada no calculo diferencial, introduzimos o conceito
de diferencial de um funcional. Seja B[y] um funcional, e seja

AB[h] = B[y+h] - B[y]
o incremento em B devido a um incremento de h = h(x) na variavel independente y
= y(x). Fixando y = y(x), AB[h] € um funcional de h. Suponha que
AB[h] = u[h] +¢|| h [],

onde [@[h] & um funcional linear e € > 0 conforme || h || 2 0. Entdo o funcional B[y] é
dito ser diferenciavel e @[h] é chamado diferencial de B[y] e é denotado por 8B[y]. E
possivel provar que o diferencial de um funcional é unico (€ interessante notar a
analogia com o caso de diferenciabilidade em fung¢des de n variaveis reais).

TEOREMA 1. Uma condigdo necessaria para que um funcional diferenciavel
Bly] tenha um valor extremo para y =y € que 8B[h] = 0 para y =y e para todo h
possivel (de maneira que y+h continue no dominio de B). Para maiores detalhes ver
[2].
3. A equacgao de Euler-Lagrange

Tomaremos como foco de nossa pesquisa, neste ponto, funcionais B[x, y, 7]
com primeiras e segundas derivadas parciais continuas. Procuramos, dentre todas
as fungdes y(x) continuamente diferenciaveis em a < x <b e satisfazendo y(a) = A,

y(b) = B, uma para a qual o funcional

Blyl = [, F(x,y,y)dx
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assuma um valor extremo.

Damos entdo a y(x) um incremento h(x) de modo que y(x) + h(x) ainda
satisfaga as condigdes iniciais, isto €, h(x) € tal que h(a) = 0 = h(b). Logo, a variagédo
associada ao funcional em questao € dado por

b ’ ’ !
AB = Bly +h]- B[y] = [ [F(xy+hy +h)— F(xyy)ldx

Aplicando o teorema de Taylor chegamos a

b ! !
6B[yl = [ [Fy (xy,y )h+ F,(xy,y ))hldx,
onde F, e Fy, indicam derivadas parciais com relagéo a y e y’ respectivamente.
De acordo com o teorema 1, para que B[y] tenha um extremo em y = y(x)

deve-se ter

b ’ "N1L T
OB[y] =fa [Fy (xy,y )h+ Fy(xy,y )h']dx =0.
Representando por D'(a,b) o conjunto das fungbes com primeira derivada
continua em [a,b], consideremos o seguinte resultado, demonstrado em [2]:

LEMA 1. Se c(x) e d(x) sao continuas em |[a, b],e
[ TeGOh() + dGOh (x)]dx = 0
para toda fungdo h(x) € D'(ab) tal que h(a)=h(b)=0 entdo d(x) é
diferenciavel e d’(x) = c(x) para todo x em [a, b].
Tendo em maos o lema 1, fica claro que
8B[y] = [ [Fy h+ F/h'ldx =0 — F, - < F, =0.

Esta ultima igualdade € conhecida como Equacao de Euler-Lagrange e

formalizamos esse resultado no

TEOREMA 2. Seja B[y] um funcional da forma fab F(x,y,y )dx

definido no conjunto de todas as fungdes y(x) com primeiras derivadas continuas
em [a,b] e satisfazendo as condigdes iniciais y(a) = A, y(b)= B. Entdo uma condi¢ao
necessaria para que B[y] tenha um extremo na fungdo y(x) dada é que y(x)
satisfaca a equacao de Euler-Lagrange.
4. O problema da Braquistécrona

Consideremos dois pontos A = (x1,y;) € B = (x3,¥,) (consideramos B abaixo
de A) situados num mesmo plano vertical, e consideremos uma particula

inicialmente em repouso em A que desliza para B sob a agado da gravidade.
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Procuramos a trajetéria que minimiza o tempo decorrido para que a particula va de A
para B (sem atrito).
Resolucao:

Escolhemos o sistema de coordenadas de modo que A esteja localizado na
origem do mesmo. Sendo o campo de forgas conservativo, temos que a energia total
da particula T + U é constante, onde T representa energia cinética e U a energia
potencial. Na origem temos U = 0, logo temos que T +U = 0 durante todo percurso

visto que T + U é constante. Sendo T = %mvz e U =-Fx = -mgx, onde g representa a

aceleragao gravitacional e m a massa da particula. Concluimos que v=,/2gx. Logo,

o tempo gasto pela particula para ir de A a B é dado por

1
_ (Bds _ (B@x*+dy®)? _ (x2 dx?+dy?2 _ xp 14y'2 L
t=J, = —fA —ng% ‘fxlzo (—ng )z dx = fo (?)zdx

Logo, tudo que temos de fazer para encontrar o trajeto que liga A a B que demanda
menor tempo para ser percorrido, € minimizar o funcional dado acima. Devemos

12 1

entdo aplicar a Equacéo de Euler-Lagrange a funcéo f [x,y(x),y' (x)] = (”y )2

X

1
(podemos eliminar o termo (2g)2 visto que nao depende de x ).

df ~
Observe que nesse caso temos ol 0 e a equagao de Euler-Lagrange se

d (df . . df L .
torna E(E) = 0, isto e, o constante = (2a) z, onde a € uma nova constante

1
(colocamos a constante como sendo (2a) z por conveniéncia).

Diferenciando f em relagdo a y’ e elevando ao quadrado temos

oL 2

i 2 _ X X
x[1+(y)] " 2a - (y') T 2a—x  2ax—x2
E entdo chegamos a
y=[—— dx=[———dx=[——+dx

(2ax—x2)2 (=(a=—x)2+a2)2 a(l—(ﬂ)z)f

a

Fazendo a seguinte mudanga de variaveis

{x = a(1 — cosi®)
dx = asenfd6

Temos que  y= [2izcosDasen O _ o9 _ c5iB)d0

a(sen 62)2
e concluimos que y = a(6 — sen @) (a constante de integragcao nesse caso deve ser
0 visto que temos como ponto de partida a origem).
Como as equacdes paramétricas de uma cicldide que passa pela origem sao:
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{x = a(1l—cosH)
y =a(f —senB)

Concluimos que a trajetoria que procuramos € justamente uma cicloide
invertida, curva como a mostrada na figura 1 abaixo. Devemos ressaltar que a

constante a deve ser escolhida de modo que a cicléide passe pelo ponto de destino

B = (x2¥2).

Figura 1: cicléide invertida ligando a origem a um ponto M.
Conclusao
O intuito desta apresentacédo fora o de dar uma nogao superficial de alguns
conceitos e de algumas aplicagbées do célculo variacional, ressaltando por meio de
um exemplo interessante [0 problema da braquistécrona] como é importante, e de
certo modo bela, essa ferramenta denominada calculo variacional.
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INTRODUGAO

Geometria diferencial € uma disciplina que estuda a geometria utilizando
técnicas do calculo. O estudo de Geometria Diferencial possui grande utilidade na
astronomia, engenharia, cartografia e foi o alicerce da teoria da relatividade.

Neste trabalho abordaremos alguns aspectos importantes de Geometria
Diferencial. Inicialmente definiremos o que é curva e o que é parametrizagao. Apos,
definiremos curvas no plano e curvas no espaco. E por fim, daremos uma no¢ao do
que seriam superficies parametrizadas.

O objetivo deste trabalho ndo é esgotar o assunto, mas sim dar uma nogao
intuitiva de alguns tépicos de Geometria Diferencial.

Para o entendimento desse trabalho, supomos que o leitor tenha um

conhecimento minimo de calculo e geometria basica.

METODOLOGIA
Na iniciagao cientifica foi utilizada a seguinte metodologia:
» Inicialmente, decidimos o tema a ser estudado, no caso, Geometria
Diferencial e Analise na Reta;
» Escolhemos a bibliografia a ser utilizada, a mesma esta descrita no final;
» Tivemos encontros semanais para tirar duvidas e direcionar os estudos;
» Estudos individuais foram realizados em casa,;
» Participacdo em congressos e seminarios;
» Realizag¢ao do curso de verao em analise para completar os estudos;

» E, por fim, apresentamos os resultados obtidos em congressos;
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RESULTADOS E DISCUSSAO

1. Curvas

Intuitivamente, podemos pensar uma curva como um conjunto de pontos com
certa propriedade. Também podemos pensar como a trajetoria de uma particula em
movimento. Neste ultimo caso, essa trajetoria é definida em fungdo de uma variavel,
por exemplo, o tempo. Essa variavel é dita o parédmetro da curva.

Assim, parametrizar, como o préprio nome diz, € definir a trajetdria, o

movimento de uma particula, ou um conjunto de pontos, em funcao de parametros.

1.1 Curvas no plano

Definigdo: Uma curva parametrizada diferenciavel do plano € uma aplicagao
diferenciavel a de classe c”, ou seja, com derivadas de todas as ordens continuas,
de um intervalo aberto | ¢ R em R2 A variavel teR é dita parametro da curva e o
subconjunto de R? dos pontos a(t), tel € chamado frago da curva.

Observamos que uma curva parametrizada diferenciavel do plano é uma
aplicacao a: | — R? que para cada tel associa a(t) = (x(t), y(t)), onde as fungdes x(t)

e y(t) sdo diferenciaveis de classe c”.

Exemplo: A aplicagéo a(t) = (t—sent, 1 — cos t), teR € uma curva parametrizada
diferenciavel cujo traco é a ciclbide. Esta curva possui uma aplicagao fisica muito

interessante.

Seja a: | — R? uma curva parametrizada diferenciavel que para cada tel
associa a(t) = (x(t), y(t)). O vetor a’(t) = (X'(t), y'(t)) € chamado vetor tangente a a em
t. Este vetor é definido no parametro t € ndo no ponto a(t).

Neste trabalho estudamos apenas as curvas parametrizadas diferenciaveis
regulares, isto é, as que possuem vetor tangente ndo nulo para todo tel.

Fixado tpel, podemos definir uma fungdo chamada comprimento de arco, que

mede o comprimento, ao longo do trago da curva, entre o ponto a(ty) e outro ponto
a(t), tel. Esta fungéo é definida por s(t) = ftto |o'(t)|dt e é diferenciavel de classe c”,

pois a € uma curva regular.
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Uma curva regular esta parametrizada pelo comprimento de arco se o seu
vetor tangente for unitario. E provado que toda curva regular a admite uma
reparametrizacao  onde 3 esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Considere uma curva regular a(s) = (x(s), y(s)), sel, parametrizada pelo
comprimento de arco s. Para cada sel, a’(s) € um vetor unitario, que denotamos por
{(s), isto &, t(s) = (X'(s), Y'(s)). t(s) é dito vetor tangente. Seja n(s), dito vetor normal,
um vetor unitario ortogonal a f(s), tal que a base ortonormal de R? formada por (s) e
n(s) tenha a mesma orientagdo que base candnica de R?, isto €, n(s) = (-y'(s), X'(s)).

O conjunto dos vetores {(s) e n(s) é dito referencial de Frenet da curva a em s.
Através destes dois vetores podemos definir um escalar, k(s), chamado curvatura de
a em s, que mede a velocidade com que as retas tangentes mudam de diregdo. As
seguintes formulas s&o ditas Formulas de Frenet:

t'(s) = k(s) n(s) n’(s) = -k(s) s).
ou seja, k(s) = <t{s), n(s)>.

A formula da curvatura de uma curva também pode ser obtida para curvas
que nao estdo parametrizadas pelo comprimento de arco.

A curvatura de uma curva define completamente uma curva, a menos de

posicao no plano, conforme o seguinte teorema:

Teorema Fundamental das Curvas no Plano: Dada uma funcgéo diferenciavel k(s),
selcR, existe uma unica curva regular a(s), parametrizada pelo comprimento de
arco, cuja curvatura é k(s), a menos de posi¢cao no espago, ou seja, se duas curvas
a(s) e B(s) tem a mesma curvatura, entdo existe uma rotacdo L e uma translagado T
em R?tal que a(s) = (L°T) (B(s))-

1.2 Curvas no Espaco

Definigdo: Uma curva parametrizada diferenciavel de R®* é uma aplicagao
diferenciavel a de classe c¢” de um intervalo aberto | = R em R®. A variavel teR é dita
pardmetro da curva e o subconjunto de R® dos pontos a(t), tel € chamado frago da
curva.

Observamos que uma curva parametrizada diferenciavel de R® € uma
aplicacao a: | — R® que para cada tel associa a(t) = (x(t), y(t), z(t)), onde as fun¢des

x(t), y(t) e z(t) sdo diferenciaveis de classe c”.
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Uma curva parametrizada diferenciavel a: | — R® é dita plana se existe um
plano de R?® que contém a(l).

Semelhante as curvas no plano, o vetor tangente de uma aplicagao a(t) =
(x(t), y(t), z(t)) é a’(t) = (X(t), Y'(t), Z(t)). A curva a é regular se o seu vetor tangente
for ndo nulo para todo tel. A fungdo comprimento de arco é dada por s(t) =

f; |a'(t)|dt. Uma curva regular é dita parametrizada pelo comprimento de arco se o

seu vetor tangente for unitario. Como ocorre com as curvas planas, toda curva no
espaco admite uma reparametrizagao pelo comprimento de arco.

No espaco, a curvatura de uma curva a € definida por k(s) = |a”(s)]. Se a’(s) #

a’(s)
la” ()]

0, definimos o vetor normal por n(s) =

Agora precisamos definir um terceiro vetor para junto com t e n formarem uma
base ortonormal de R3. O vetor binormal a o.em s € b(s) = {(s) x n(s).

O referencial ortonormal t(s), n(s) e b(s) € o triedro de Frenet da curva o. em s.

O numero real 1(s) definido por b’(s) = 1(s) n(s) € denominado tor¢do da curva
em s. As formulas de Frenet para curvas no espaco sao:

t'(s) = k(s) n(s) n’(s) = -r(s)b(s)-k(s)¥(s) b’(s) = (s)n(s)

A féormula da curvatura e da torgdo de uma curva também pode ser obtida
para curvas que nao estao parametrizadas pelo comprimento de arco.

A curvatura e a torgdo de uma curva definem completamente uma curva, a

menos de posi¢ao no espaco, conforme o teorema a seguir:

Teorema Fundamental das Curvas no Espac¢o: Dadas duas fun¢des diferenciaveis
k(s) >0 e 1(s), selcR, existe uma unica curva regular a(s), parametrizada pelo
comprimento de arco, tal que k(s) € a curvatura e t(s) € a torgdo de o em s, a menos
de posi¢cao no espaco, ou seja, se duas curvas a(s) e B(s) tem a mesma curvatura e
torcdo, entdo existe uma transformacado linear ortogonal L, com determinante

positivo, e uma translagédo T em R3 tal que a(s) = (L°T) (B(s)).

2. Superficies parametrizadas
Definigao: Uma superficie parametrizada regular ou simplesmente superficie
€ uma aplicagao X: UcR? —R?, onde U é um aberto de R?, tal que

a) X é diferenciavel de classe c”;
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A aplicagdo X(u, v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) é diferenciavel de classe c”
quando as fungdes x, y e z tem derivadas parciais de todas as ordens continuas.

b) Para todo g=(u, v) €U a diferencial de X em q, dX,: R>—R? é injetora.

Ou seja, os vetores X,(u,v) e X\(u, v) séo linearmente independentes. Esta
condigao vai garantir a existéncia de plano tangente em cada ponto da superficie.

As variaveis u, v sdo os parametros da superficie. O subconjunto S de R®

obtido pela imagem da aplicagéo X € denominado fraco de X.

Exemplo 1: Seja X(u, v) = (u, v, Z—z+ Z—Z), (u, v)eR? onde a e b sdo constantes nao

nulas. X é uma superficie parametrizada regular cuja imagem €& o paraboldide

eliptico.

Exemplo 2: Considere a rotagdo em torno do eixo 0z de uma circunferéncia contida
no plano x0z centrada no ponto (a, 0, 0), de raio O<r<a. Obtemos assim a superficie
de rotagdo X(u, v) = ((a+r cos u)cos v, ((a+r cos u)sen v, r sen u), (u, v)eR? que

descreve o toro.
Palavras-chave: curvas no plano, curvas no espaco, parametrizacao, superficies.

CONCLUSAO

Ao final deste trabalho, tendo estudado o teorema fundamental de curvas no
plano e o teorema fundamental de curvas no espaco e vendo muitos exemplos e
aplicagbes podemos verificar e constatar a importancia e a necessidade do estudo

de Geometria Diferencial em nossa vida.
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INTRODUGAO

Este projeto se insere no programa de aperfeicoamento dos alunos que se
destacaram nas Olimpiadas Brasileiras de Matematica das Escolas Publicas

(OBMEP), para o aprimoramento dos estudos na area de matematica.

Para tanto, foi desenvolvido um plano de trabalho de estudo e aprofundamento dos
conteudos basicos e essenciais nos cursos de pos-graduagao em matematica, a
saber: analise na reta, curvas e superficies e algebra moderna, visando cobrir os

principais conceitos e resultados nas areas de algebra, analise e geometria.

Como resultado deste trabalho, espera-se que ao final o aluno esteja em condi¢des
de ter um bom desempenho em qualquer curso de mestrado, nhuma primeira etapa

de seus estudos, na area de matematica.
MATERIAL E METODO (METODOLOGIA)

O projeto é executado ao longo de dois anos, sendo proposto em duas etapas, a
saber: a primeira esta sendo desenvolvida no primeiro ano e a segunda etapa sera
implantada no segundo ano, dando continuidade aos estudos. Foi proposto um
plano de estudo, através de estudo individual e orientacdo do professor, com
encontros semanais para apresentacdo do desenvolvimento e esclarecimento de

eventuais duvidas.

Nestes encontros, & avaliado o andamento dos trabalhos, assim como as

dificuldades encontradas e as possiveis solucdes para tais dificuldades.
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OS RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados até o momento foram o estudo da parte de analise na reta, e o inicio

do estudo de algebra.

Andlise na reta:

- Um esboco da teoria de conjuntos: Algebra dos conjuntos; Fungdes;
Conjuntos Finito e Infinito; Conjuntos enumeraveis.

- Conjunto dos numeros reais: propriedades algébricas, de ordem e
completude; Cortes, intervalos e o Conjunto de Cantor.

- Sequéncias de numeros reais: limites, desigualdades, operagdes e limites
infinitos.

- Séries numéricas: convergéncia, convergéncia absoluta e testes de
convergéncia.

- Noc¢des topoldgicas: abertos, fechados, pontos de acumulagdo e aderéncia,
conjuntos compactos.

- Fungdes: limites — definicbes, propriedades e principais resultados,
continuidade.

- Derivadas e aplicagbes: Definicbes, regras e diferenciacdo; Formula de
Taylor; Fungdes convexas e concavas; Aproximagdes sucessivas.

— A integral de Riemann; Calculo com integrais.

- Sequéncias e séries de fungbes: convergéncia simples e uniforme, séries de

poténcia e séries de Taylor.

Algebra linear:

- Matrizes, determinantes e sistemas lineares.
CONCLUSOES

Andlise na reta lida com o conjunto dos numeros reais e fungbes reais. A analise
surgiu da necessidade de demonstragcbes rigorosas as ideias intuitivas como

continuidade, limite, derivadas, integrais e sequéncias de fungdes.
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Eder Silva de Brito®; Valdivino Vargas Junior?
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Palavras Chave: Cadeias de Markov, variaveis aleatérias, espaco de estados.
Introducgao

Muitas pesquisas relevantes nas mais diversas areas se deparam com
questdes ligadas a aleatoriedade. Muitas vezes resultados interessantes podem ser
obtidos a partir da modelagem de processos estocasticos. Um processo estocastico
€ um tipo de processo com comportamento ndo deterministico, no sentido em que
cada estado desse processo ndo determina completamente qual sera o seu estado
seguinte.

Uma Cadeia de Markov é um tipo especial de processo estocastico que
possui a chamada propriedade markoviana. Um processo estocastico tem a
propriedade markoviana se os estados anteriores do processo séo irrelevantes para
a predigcao dos estados seguintes, desde que o estado atual seja conhecido.

Os primeiros resultados para estes processos foram obtidos por Andrey
Markov em 1906. Nos ultimos anos, Cadeias de Markov tem sido amplamente
estudadas e utilizadas nas mais variadas areas do conhecimento. As aplicacdes
mais basicas encontradas em livros introdutérios incluem probabilidades associadas
a jogos, evolugao de populacgdes e resultados sobre teoria de filas.

Em geral, encontram-se aplicagbes de Cadeias de Markov em modelos
epidémicos, processos de migragcdo, estudos sobre o DNA, modelos de
gerenciamento de recursos, modelos para processos de decisdo, modelo para
difusdo de informagao, modelos aplicados no mercado financeiro, modelos ligados a
industria de seguros, dentre outros.

Metodologia

O PICME (Programa de Iniciagdo Cientifica e Mestrado) € um programa que
concede bolsas de Iniciagdo Cientifica e Mestrado para alunos medalhistas da
OBMEP (Olimpiadas Brasileiras de Matematica das Escolas Publicas) ou OBM
(Olimpiadas Brasileiras de Matematica) que estejam cursando graduagao em
qualquer universidade.

Os estudos do projeto estao seguindo a linha das Iniciagdes Cientificas, com
as devidas horas de dedicagdo semanais pré-definidas pelo programa, assim como
o cumprimento das exigéncias definidas pelo mesmo. Essas horas de estudo sao
divididas entre estudo individual, estudo com outros participantes do projeto, e
seminarios e encontros com o orientador.

Ao escolhermos o tema do estudo (as Cadeias de Markov), o primeiro passo
foi compreender o que seria estudado, através de exemplos relativamente simples,
mas que podem alcangar altos niveis de complexidade a medida que os estudos
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forem se desenvolvendo. Além disso, procurou-se compreender a importancia do
estudo das Cadeias Markovianas e suas aplicagbes em diversos problemas puros e
aplicados.

ApOs a decisédo do tema de estudo, escolheu-se a bibliografia a ser utilizada,
de forma que o objetivo inicial foi compreender as definicdes e propriedades
elementares acerca das Cadeias de Markov, além de varios exemplos, e
posteriormente, usassemos esse estudo para aplicar essas Cadeias em diversos
problemas, como, por exemplo, no estudo de disseminagdo de epidemias. Essa
parte de aplicagcdes ainda sera desenvolvida no decorrer dos estudos do projeto.

Os encontros com o orientador acontecem semanalmente, onde os itens
estudados durante a semana sao apresentados em forma de seminario, alguns
problemas s&o discutidos, e as duvidas pendentes sdo discutidas e sanadas junto ao
orientador. Além disso, nesses encontros semanais, sao definidos as tarefas e os
objetivos que deverao ser alcangados na préxima semana.

Assim como € exigido pelo programa, todo o desenvolvimento do projeto visa
a participacao e apresentagao dos resultados dos estudos em congressos cientificos
ou outros seminarios que abordam o tema.

Resultados e Discussao
1- Cadeias de Markov

Definicdo: Uma Cadeia de Markov com espaco de estados /, distribuicao
inicial 4,4, =P(X =i)=P( v{:X(w)zi)j e Matriz de Transicdo P=(p,), ., €,
por definicdo, uma sequéncia (X,),., de variaveis aleatérias, que se verificam
as seguintes propriedades:

i) X, tem distribuicdo A;

ii) Para n >0, condicionado em X, =i, X

n+l

tem distribuicéo (p,:jel)e
é independente de X, X,... X, ;.

Notacdo: MarkouA,P).

Em outras palavras, podemos explicitar mais a defini¢do, condicionados n >0

€ Iy,lypri,y €1,
i) P(X, =i0)=iio;
i) P(X,, =i,,|X,=0,X, =i,..,X,=1,) =Pi;, -

2- Propriedade Markoviana

Teorema: Dada a sequéncia (X,),., MarkouA,P). Condicionada em
X, =i,(X,.,) Markows,, P)
X, X0 X,

n=0 @ e ¢é independente das variaveis aleatédrias
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Em palavras, essa propriedade nos diz que os estados futuros X,(j>n)

dependem somente do estado atual X,, mas n&o depende dos estados
anteriores.

3- Classificagao de Estados

Definicdo: Dados dois estados i e j, um caminho entre i e j € uma sequéncia
de transicdes que comegcam em i e terminam em j, tais que cada transigao
tem uma probabilidade positiva de ocorréncia.

i) Um estado j € acessivel a partir do estado i se existe um caminho que
liga esses dois estados.

ii) Dois estados i e j sdo comunicaveis se j € acessivel a partirde i, e i é
acessivel a partir de J.

iii)) Um conjunto de estados E em uma cadeia de Markov € uma classe se
nenhum estado fora de E é acessivel por qualquer estado de E.
Se a cadeia inteira é formada por uma unica classe, isto €, todos os
estados sdo comunicaveis, a cadeia é dita irredutivel.

iv) Um estado i & absorvente se p, =1.

V) Um estado i é fransiente se existe um estado j que € acessivel a partir
de i, mas o estado i ndo é acessivel a partir de j.

vi) Se um estado nao é transiente, ele é recorrente.

vii)  Um estado i é periddico com periodo T>1 se T € o menor numero tal
que todos os caminhos que levam do estado / de volta ao estado / tem
comprimento multiplo de T. Se um estado recorrente nao & periédico,
entdo ele é aperiodico.

vii) Se todos os estados de uma Cadeia de Markov sdo recorrentes,
aperiodicos e comunicaveis entre si, entdo a cadeia é dita ergddica.

4- Tempo de acerto e probabilidade de absorcéo

Dada a sequéncia (X,),., Marko A,P). O Tempo de Acerto de um

subconjunto A de |/ é wuma Vvariavel aleatéria H* dada por
H*(w)=inf{n>0: X, (w)e A}. Em palavras, o tempo de acerto é o menor
tempo (ou passo) em que a sequéncia assume um estado i do conjunto A.

A probabilidade de (X,),., sempre alcancar A, dado que i/ é o estado inicial, &

h! = P(H" <x). Quando A é uma classe fechada, 4 ¢ dita probabilidade de
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absorgéo. Isso significa que quando o processo alcanga a classe A, como ela
€ fechada, o processo passara a ocorrer apenas nessa classe.

5- Propriedade Forte de Markov

Teorema: Seja a sequéncia (X,),., MarkouA,P)e T um tempo de parada
(onde o evento T=n depende somente das variaveis X,,.,X,, para
n=0,12...). Entdo, condicionadoem 7' <w e X, =i, (X,,,),., € MarkoWd,,P)
e é independente de X, X,...., X,.

6- Passeio Aleatodrio

Um exemplo especifico de Cadeias de Markov sao os Passeios Aleatério. Os
passeios aleatérios sdo a formalizagdo matematica de uma trajetéria a partir
de uma sequéncia de passos dados de forma aleatéria.

Definicdo: Sejam X,,JX,.... variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas tal que E|X,|<w. Seja S,=Ce S§,=S,+>X,, n=1. O
i=1

processo {S,,n >0) é chamado passeio aleatorio.

Diversas areas do conhecimento como estatistica, economia, computacao,
ecologia, dentre outras, utilizam resultados oriundos desses processos.

Conclusao

A ideia de se conhecer varias areas da Matematica e suas aplicagbes sempre
foi atrativa além de importante ferramenta como complemento da formagao
académica e um método de contribuir com as decisdes futuras sobre em qual area
atuar em uma possivel carreira de pesquisa.

Além disso, enxergar e entender aplicagbes de um estudo teorico faz com que
a curiosidade e a vontade de desenvolver novos conhecimentos sejam agugados,
principalmente no periodo de graduacgéo.

As Cadeias de Markov sdo bons exemplos de uma forte teoria com muita
aplicacdo pratica, e presente em diversas situagbes, com uma grande importancia
na compreensao de varios processos e fendmenos.

Inspirado nessa importéncia é cada vez mais facil sentir curiosidade em
aprender mais acerca do assunto, além de perceber sua profunda ligagdo com areas
da Matematica pura e buscar relacionar o conhecimento nessas areas especificas a
matematica aplicada, complementando-se a aceitacdo e assimilacdo de fatos
importantes em ambas as areas.
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Introdugao

O PICME foi criado numa parceria entre a CAPES (Coordenagdo de

' Revisado por: Prof. Dr. Armando Mauro Vasquez Corro
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Aperfeicoamento de Pessoal de Ensino Superior), o IMPA (Instituto Nacional de
matematica Pura e Aplicada) e o CNPqg (Conselho Nacional de Desenvolvimento
Cientifico e Tecnoldgico) e concede bolsas de Iniciagdo Cientifica e de Mestrado a
alunos que foram medalhistas da OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matematica das
Escolas Publicas) ou da OBM (Olimpiada Brasileira de Matematica) e estéao
cursando qualquer curso de graduagcdo em instituicbes publicas ou privadas.
Consiste em dois anos de Iniciacdo Cientifica e mais dois anos de Mestrado,

podendo variar de aluno para aluno. O objetivo € propiciar uma formagéo sélida em

5137



matematica de alunos que se destacaram nas Olimpiadas escolares, e desta forma

enriquecer o desenvolvimento profissional do aluno.
Metodologia

A metodologia utilizada é de estudo individual do conteudo bibliografico,
juntamente com a discussdo e resolugcdo de exercicios propostos, analisando os
conceitos envolvidos e desenvolvendo a abstragdo necessaria para compreensao do

conteudo estudado nos livros-texto em cada etapa da Iniciagao Cientifica.
Toépicos Estudados

e Teoria dos Numeros (Os Sistemas de Numeragédo, Os Numeros
Naturais, Axiomas de Peano, Os Numeros Inteiros, Aritmética
Modulo N);

e Geometria Plana Euclidiana (Os Axiomas de Incidéncia e
Ordem, Axiomas sobre Medi¢cdo de Segmentos, Axiomas sobre
Medicao de angulos, O Axioma das Paralelas);

e Geometria Euclidiana Espacial (Construgdo de Pirdmides,
Paralelismo de retas, Paralelismo de reta e plano, Planos
perpendiculares, Projecdes, Angulos e distancias,
Proporcionalidade);

¢ Algebra Linear (Espacos Vetoriais, Transformacdes Lineares, As
formas racional e de Jordan, Espagos com Produto Interno,
Teoria Espectral);

e Geometria Diferencial (Teoria Local de Curvas e Superficies,
Vetor Tangente, Formulas de Frenet, Curvatura, Raio da
Curvatura, Involutas e Evolutas);

e Topologia Geral (Conjuntos e Relagbes, Fungdes,
Cardinalidade, Espacos  Topoldgicos, Continuidade e
Equivaléncia Topoldgica, Espagos Meétricos, Axiomas de

Separacao, Compacidade).
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Resultados e Discussao
Teoria dos Numeros

A teoria dos numeros preocupa-se com as propriedades dos numeros,
especialmente os numeros inteiros. Seu surgimento se deu quando o Homem
comegou a contar, e para isso utilizou o que tem mais ao seu alcance, isto €, as
préprias maos. O ser humano passou a atribuir quantidades a entidades
matematicas abstratas, os numeros, mas isso ocorreu de maneira lenta e gradual.
Se dois conjuntos ndo vazios e finitos podem ser colocados em correspondéncia
biunivoca, entdo o que ha em comum entre eles € o numero de elementos, assim

surgiram os numeros naturais.

A construgao formal do conjunto dos numeros naturais ocorreu através dos
axiomas de Peano, para isso utiliza-se de trés conceitos, 0 numero zero, numero

natural, e a relagao de é sucessor de.

Mas, sem duvida, a aplicagdo mais interessante de Teoria dos numeros é a
chamada Aritmética Modular, que possui uma aplicabilidade enorme em cdédigos
numeéricos como: codigo de barras, CPF, RG, ISBN, etc. Em aritmética modular

utiliza-se o resto das divisoes,
Ex.: As horas de um relogio.
1=13 =25 (mod. 12), Ié-se: 1 congruente a 13, congruente a 25 mddulo 12.

Esta notacao significa que 1, 13 e 25, tém o mesmo resto quando divididos por 12.

Geometria Plana Euclidiana

A geometria euclidiana envolve uma abstragdo matematica da qual, a partir
de alguns postulados (axiomas), intuitivos, pode-se demonstrar diversas
propriedades geométricas. A maioria dos axiomas sao intuitivamente necessarios
para se estabelecer um ponto de partida, como os que dizem respeito a existéncia
de pontos que pertencem e pontos que nao pertencem a reta. Mas o axioma das
paralelas, € o axioma mais interessante deles, os matematicos por muitos anos

desconfiaram que esse axioma podia ser demonstrado e, portanto, seria um teorema
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e ndo um axioma. Na tentativa de se demonstrar este axioma, por contradicdo,
espera-se chegar a algum absurdo, e assim estaria demonstrado que é um teorema.
A negacgao deste axioma nos leva a uma série de propriedades diferentes (mas
nenhuma contradi¢do) da geometria euclidiana, desta forma originam-se geometrias
nao-euclidianas. Estas geometrias tém varias aplicagdes em fisica, sobretudo na

Teoria da Relatividade Geral de Albert Einstein.

Geometria Espacial

Trata-se de uma construgdo analoga e posterior a geometria plana, portanto,
as propriedades do plano, continuam validas para o caso de trés dimensodes. Vale
ressaltar que existem, nesse caso, postulados diferentes da geometria plana, o que
€ bastante intuitivo, pois é preciso definir conceitos de ponto, reta, plano de maneira
diferente. A partir disso € possivel construir piramides e outros objetos

tridimensionais.
Algebra Linear

Os estudos de algebra linear foram realizados através de curso de verao
realizado entre Janeiro e Fevereiro de 2010, o curso de verdo foi ministrado as
segundas quartas e sextas, das 13h30min as 16h50min (com intervalo), com aula

expositiva com quadro e giz. As aulas foram dadas pela professora Shirlei Serconek.
Geometria Diferencial

Este tipo de geometria tem como principal caracteristica, a aplicagcdo de
conceitos do calculo diferencial e integral na geometria analitica, de fato a utilizagao
destes conceitos proporciona um estudo muito vasto de geometria, sobretudo em
curvas no plano e no espaco, e em superficies. Dada uma fungao vetorial, pode-se
trabalhar com esta fungéo usando os conhecimentos de calculo de fungdes vetoriais.
A conexao entre geometria e calculo, proporcionou uma contribuicdo bastante forte
em solucdes de equacgdes diferenciais parciais ndo-lineares. Existe um teorema que
garante que sob determinadas condigdes, uma curva esta relacionada a fungao
curvatura de maneira unica, isto €, pode-se estudar uma dada curva, estudando sua

curvatura, facilitando a analise dessas curvas, este teorema é conhecido como o
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teorema fundamental das curvas planas. A diferenca entre as curvas no plano das

curvas no espacgo, € que as curvas no espago sao caracterizadas pela curvatura e

sua torgéo no espaco.
Topologia Geral

A topologia se dedica ao estudo de conjuntos abertos, estuda as propriedades
de conjuntos abertos, ndo levando em conta distancias, desta maneira se definindo
fungdes de um dado conjunto A em um conjunto B, pode-se estudar continuidade

dessas funcdes, sem usar nogdes de distancia.
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Estudo de analise real e algebra linear — PICME"

ASSUNCAO JR., Milton de Oliveira
assuncao_milton@yahoo.com.br, IC-UFMT, Cuiaba/MT.
DINIZ, Geraldo L.
geraldo@ufmt.br, DMAT, ICET, UFMT, Cuiaba/MT.

Resumo:

Este projeto vem sendo executado ao longo de um ano e meio, dentro do programa
de aperfeicoamento dos alunos que se destacaram nas Olimpiadas Brasileiras de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), para o aprimoramento dos estudos na
area de matematica. Para tanto, foi desenvolvido um plano de estudo, para
aprofundamento dos conteudos basicos e essenciais nos cursos de pds-graduagao
em matematica, a saber: analise na reta e algebra linear, visando cobrir os principais
conceitos e resultados nestas areas. Como resultado deste estudo, espera-se que o
académico esteja em condi¢cdes de ter um bom desempenho em qualquer curso de

mestrado, numa primeira etapa de seus estudos futuros, na area de matematica.

Palavras-chave:

OBMEP, Andlise na reta, Algebra moderna, construcdes geométricas.

Introducgao:

No periodo em que foi cursado o ensino médio integrado no Centro Federal de
Educacdo Tecnoldgica de Mato Grosso (CEFET/MT) e atual Instituto de Educacgéo,
Ciéncia e Tecnologia de Mato Grosso (IFMT) houve, por duas vezes, nos anos de
2007 e 2008, a oportunidade de participar das Olimpiadas Brasileiras de Matematica
das Escolas Publicas (OBMEP), em que o autor recebeu nessas edigcbes uma
menc¢ao honrosa e uma medalha de bronze, respectivamente.

Essas olimpiadas fazem parte de um projeto que visa estimular o estudo da
matematica entre alunos e professores de todo o pais. Em face do resultado obtido,

foi possivel participar de aulas adicionais de matematica pelo periodo de um ano, o

! Revisado por: Prof. Dr. Geraldo Lucio Diniz (orientador).
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que certamente contribuiu para melhorar o aprendizado e aumentar o interesse pela
matematica.

No ano seguinte, cursando Ciéncia da Computagcdo na UFMT, e através da OBMEP
foi possivel participar do Programa de Iniciagao Cientifica de Medalhistas (PICME),
um programa que concede bolsas para alunos medalhistas da OBMEP, cursando
graduagdo em instituicbes publicas ou privadas, em qualquer area de atuagao.

Neste periodo, como participante do PICME inscrito no programa da Universidade
Federal de Goias (UFG), e orientado pelo Prof. Dr. Geraldo L. Diniz, da UFMT, foi
desenvolvido um plano de estudos previamente elaborado.

A participacdo nesse programa tem possibilitado o aprofundamento de alguns
conhecimentos na area da matematica e, principalmente, a obtencdo de novos
conhecimentos.

Dessa forma, o programa vem estimulando o interesse pela area, e a pratica de
estudos correlatos. Este texto representa uma sintese do que foi desenvolvido neste

primeiro ano de participacdo no PICME até o presente momento.
Objetivos:

Aprofundar os conhecimentos de matematica nas areas de analise na reta, curvas e
superficies e algebra moderna, visando a preparagao para curso de mestrado em

matematica.
Metodologia:

Foi proposto um plano de trabalho, através de estudo individual sob a supervisdo do
orientador, com encontros semanais para apresentagcdo do desenvolvimento e
esclarecimento de eventuais duvidas, no qual o orientando devera aprofundar seus

conhecimentos nos conteudos detalhados no plano de trabalho.

Nestes encontros, foi avaliado o andamento dos trabalhos, assim como as
dificuldades encontradas e as possiveis solugdes para tais dificuldades.

O plano de estudos incluiu os seguintes topicos para estudo:

1. Analise na reta:
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— Um esboco da teoria de conjuntos: Algebra dos conjuntos; Funcgdes; Conjuntos
Finito e Infinito; Conjuntos enumeraveis.

— Conjunto dos numeros reais: propriedades algébricas, de ordem e completude;
Cortes, intervalos e o Conjunto de Cantor.

— Sequéncias de numeros reais: limites, desigualdades, operagdes e limites infinitos
— Séries Numéricas: convergéncia, convergéncia absoluta e testes de convergéncia.
— Nogbes topologicas: abertos, fechados pontos de acumulagcdo e aderéncia,
conjuntos compactos

— Funcdes: limites - definicdes, propriedades e principais resultados. Continuidade.
— Derivadas e aplicagdes: Definicdes, regras e diferenciacdo; Férmula de Taylor;
Funcdes convexas e concavas; Aproximacgdes sucessivas.

— Aintegral de Riemann; Calculo com integrais.

— Sequéncias e séries de fungdes: convergéncia simples e uniforme, séries de

poténcia e séries de Taylor.

2. Algebra linear

— Matrizes, determinantes e sistemas lineares.
— Espaco vetorial.

— Transformacgdes lineares.

— Autovalores e autovetores.

— Diagonalizagao de operadores.

— Formas lineares, bilineares e quadraticas,
Resultados:

O estudo foi desenvolvido dentro do cronograma apresentado, todas as atividades
propostas foram executadas dentro do prazo, e as dificuldades que foram
encontradas no desenvolvimento do trabalho foram sanadas nas reunides semanais
para apresentacao e discussao do trabalho desenvolvido.

Neste periodo, o trabalho foi desenvolvido através de estudo dirigido de analise na
reta, tendo como base os livros LIMA (2008; 1985). Para o estudo de algebra linear
foram utilizados os livros BOLDRINI (1984) e HOFFMAN e KUNZE (1971).

Conclusoes:
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Com este plano de estudo foi possivel aprofundar os conhecimentos em analise real

e algebra linear, além de ter visto algumas aplicagbes como, por exemplo, no estudo
de autovalores e autovetores, o artigo “Sobre uma classe de matrizes cujo problema

de autovalores é facilmente solucionavel” de Odelar Leite Linhares.

Referéncias bibliograficas:

BOLDRINI, José L.; COSTA, Sueli I. R.; FIGUEIREDO, Vera L.; WETZLER, Henry G.
Algebra Linear. Sdo Paulo: Ed. Harbra. 32 Edigao, 1984.
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LIMA, Elon L. Analise Real: fun¢gées de uma variavel, vol. 1, Colegdo Matematica
Universitaria. Rio de Janeiro: IMPA. 2008.

LIMA, Elon L. Curso de Analise, vol. 1, Projeto Euclides. Rio de Janeiro: IMPA.
1985.

LINHARES, Odelar L. Sobre uma classe de matrizes cujo problema de autovalores é
facilmente solucionavel. Ciéncia e Cultura. Campinas. v 29, n. 8, p. 914-919,
ago. 1977.
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Um par de Superficies Isométricas

Matheus Levi Paranagua

..“ e-mail: matheus7@engelet.grad.ufg.br
o ' EEEC-UFG QCNP q
UFG

Orientador: Fabio Vitoriano e Silva
e-mail: fabios@mat.ufg.br
IME-UFG

Palavras-chave: isometria, helicoide e catenoide

Introducéo:

O objetivo deste texto é apresentar a isometria que ha entre o catenoide e o
helicoide, bem como ilustra-la pelo calculo do comprimento de curvas e de areas de
porcbes dessas duas superficies.

Desenvolvimento:

Sejam UcR? um subconjunto aberto, ScR® uma superficie parametrizada
diferenciavel, com parametrizacdo X:UcR®*—IR®. Recordemos inicialmente como se
define a a primeira forma quadratica. Dado 9=X(Uy,V,)€S | indica-se por T¢X o plano
tangente a S em q, consistindo de todos o0s vetores da forma

w=aX, (U, Vy)+bX,(uy,Vv,), a,beR.
A primeira forma quadratica /;:T,X—~R é dada por I,=(w,w)= lw|>. Como
w=aX,+bX,, escreve-se I (w)=a’(X,,X,)+2ab(X,, X, )+b*(X,,X,). Definimos
entdo os coeficientes da primeira forma quadratica como segue
E(q)=(Xy, Xy, Fl@)=(X,X,),  Gaq)=(X,,X,)
de modo que I,(w)=a’E(q)+2abF(q)+b*G(q).

Recordemos agora as férmulas para o célculo do comprimento de curvas e da area
de uma superficie. Com as férmulas em maos vamos relaciona-las com a primeira forma
quadratica. Seja X (u,v) como acima, se «(t)=X(u(t),v(t)), telcR, & uma curva
diferenciavel da superficie S, entdo para to.ti€l,t,<t; , 0 comprimento de « de 1, a 1 é
dado por:

fll«x (t)] dt f\/ ) dt = fJ PE+2u'v'F+(v')’G dt.

Seja DcU uma regido de IR® tal que X restrita ao interior de D ¢ injetiva. A area da regiéo
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X(D)cS ¢é dada pela integral JJo1X, x X | dudv.
Como |X, x X J’=|X FIX F-(X,, X, )?=EG-F?, reescrevemos

A(X(D))=JJ VEG—F*dudv.

Se duas superficies simples, ou seja, se X (u,v) e X(u,v)sé&o aplicagbes injetivas, tém
o mesmo dominio U, entdo podemos definir uma correspondéncia bijetora entre os tragos
das superficies. De fato, se X(U)=S e X(U)=S, como X e Xs&o injetivas, existem as

fungdes inversas X ':S—U e X ':S—U portanto, a aplicagdo ¢:S—S, definida por

$=XoX" & bijetora e sua inversa é dada por ¢ '=XoX .

Se esta fungdo ¢:S—S preserva comprimento de curvas — isto é, para toda curva « de
X, o comprimento de « € igual ao comprimento da curva ¢-« — dizemos que X e X séo
isométricas. Ou seja, se as fungdes comprimento de curva definidas em cada superficie
forem iguais, temos:
t, t, t,
ftu ch’(t)ldt:fto\/Iq(o(’(t))dt:fto VU2E(q)+2u'v'F(q)+v2G(q)dt=

t — — — t, = t, —
fto\/u’ZE(q)+2u’v’F(q)+v’zG(q)dt: ftox/lq(cx’(t))dt:fto loc (1)t ;
o0 que nos leva a concluir que: E(q)=E(q), F(q)=F(q), G(q)=G(q).
Portanto, para decidirmos se duas superficies quaisquer sdo isométricas ou nao,
devemos verificar se os coeficientes das respectivas primeiras formas quadraticas sao iguais.

Em particular, a titulo de ilustracéo, faremos tal verificacdo para as duas superficies abaixo:
a) o helicoide X(u,v)=(ucos(v),usin(v),v); ueR e 0<v<2m, tem seu traco mostrado

na llustracao 1 e é tal que:

\
\
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llustragdo 1: helicoide
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X,=(cosv,senv,0) ,
X,=(-usenv,ucosv,1);

donde os coeficientes da primeira forma quadratica sao:
E=1, F=0, G=1+u"
b) o catenoide (v. llustracdo 2) admite a seguinte parametrizacao:

Y(u,v)=(arcsenh(u),vV1+u®cosv,V1+u®senv);
ueR, O<v<2m

NN
SN
=N

=

llustragdo 2: catendide

temos assim os respectivos vetores:

1 u u
Y, = , cosv,-———senv
Vi+u? Vi+u? Vi+u?

Y,=(—usenv,ucosv,1)

e 0s seguintes coeficientes da primeira forma quadratica E=1, F=0, G=1+u".

Vamos explicitar a isometria, ¢, entre as referidas superficies.

A funcao X" toma um ponto do helicoide e leva no plano, ou seja,

\/x2+y2,arctan(¥)).

X'=

Fazendo a composicdo com Yobtemos ¢(x,y):

& (x,y)=| arcsenhy x2+y2 V1 +x2+y? cos(arctan%

~N1+x%+y®sen (arctan %)) .

Pronto. Uma “ponte” entre as duas superficies foi estabelecida, ou seja, podemos
relacionar um ponto do helicoide com outro ponto do catenoide e, sabendo que as
distancias entre os pontos ndo se alteram, podemos pensar em calcular os comprimentos
das curvas da superficie do helicoide e das suas imagens pela isometria, ¢, sobre o
catenoide e comprovar que os comprimentos dessas curvas sao idénticos, fantastico!
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Adiante exibimos (llustragbes 3a, 3b) as representacées de uma curva do helicoide e de
sua imagem sobre o catenoide e um calculo de seus comprimentos. Faz-se 0 mesmo
sobre o calculo de areas sobre ambas as superficies.

Exemplos:

Seja uma curva sobre o helicoide definida por:

«(1)=(V1+1 cos(arctan(t)),V1+t2 sen(arctan(t)),arctan (1)), 0<t<2,5.
O comprimento desse trecho da curva é de aproximadamente 1,27798 u.c.

Para confirmarmos a isometria fixamos t = 1 e admitimos u =t (apenas uma mudanca de

parametros) em ¢ :
<¢>(t):(arcsenh\/1+t2 A2+t cos(arctan(t)),V2+12 sen(arctan(t))), 0<t<2,5.

O comprimento, como esperado, é de 1,27798u.c., aproximadamente.
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llustracdo 3a : curva no helicoide Tustragdo 3b: curva no catendide

Seja R a regido sobre o helicoide dada por

o(t,u)= NtP+U sen(arctan %),arctan %),O<t<1 e O<u<2,

Vit u? cos(arctan tﬂ

(v. llustracéao 4a.)
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llustracdo 4b: por¢do do catendide

Hlustragdo 4a: por¢do do helicoide

Obtém-se entao como area da regido R (em azul) 2,29559 u.a. aproximadamente.
Sobre o catenoide toma-se (v. llustracdo 4b):

& (t,u)=|arcsenhVt?+u? V1 +t2+u° cos(arctantE

N1+t +u? sen(arctan%)),

O<t<1 e O<u<?2.
O valor da area azul é de cerca de 2,29559 u.a.

Mediante uma escolha conveniente de parametros € possivel mostrar que as retas e as hélices
do helicoide séo levadas nas catenarias e nas circunferéncias do catenoide, respectivamente.

Além disso, todas as demais propriedades que dependam exclusivamente da primeira
forma quadratica sdo compartilhadas por superficies isométricas.

Referéncias Bibliograficas:

Tenenblat, K., Introducdo a Geometria Diferencial, Brasilia: EDUnB, 1988.

Revisado pelo Professor Fabio Vitoriano e Silva.
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Anais do Congresso de Pesquisa, Ensino e Extensdo- CONPEEX (2010) s151-5155

Toépicos de Geometria Diferencial
Superficies Minimas

VAZ, Fernando Henrique de Brito - EEC, UFG ' 2
SILVA, Rosangela Maria da - IME, UFG ?

1. RESUMO

Provavelmente, a parte mais interessante e representativa da geometria diferencial classica
é o estudo das superficies. Existe varios casos especiais de superficies, a saber, superficies de
revolugao, superficies regradas, superficies minimas, etc, que podem se tornar interessantes
por si mesmas, como no caso das superficies minimas. Neste trabalho estudamos alguns
exemplos de tais superficies, e para isto fez-se necessario o estudo da teoria local das curvas
no plano e no espaco, bem como a teoria local de superficies parametrizadas regulares em R3.

Palavras-chave: Superficies de Revolugdo, Superficies Regradas, Superficies Minimas.

2. OBJETIVOS

Os objetivos desse trabalho foram:

i) Estudar as superficies parametrizadas regulares em R3;
i1) Estudar e dar alguns exemplos de superficies de revolugao, regradas e minimas no
espaco tridimensional;
i1) Provar que, exceto o plano, em R? o catendide é a tinica superficie minima de re-
volugao, e o helicoide é a Unica superficie minima regrada.

3. METODOLOGIA

Utilizamos neste plano de pesquisa a seguinte metodologia:

e Andlise do problema proposto;

e Levantamento da bibliografia utilizada;

e Estudo individual e reunides semanais com a orientadora;

e Andlise dos resultados obtidos e a divulgagao em congressos cientificos.

! Agradecimento ao CNPq apoio financeiro.
2Contato: fhenrique@live.fr
3Contato: rosams@mat.ufg.br
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4. RESULTADOS E DISCUSSOES

Superficies Parametrizadas Regulares

Assumindo que temos um sistema de coordenadas cartesianas x, y, z em R? e consideremos
uma funcao

X(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u, v)),

de duas varidveis u, v que variam em um aberto U C R? Para cada (u,v) € U, X(u,v)
determina um ponto de R®. Denotamos por S o subconjunto de R? formado pelos pontos
X(u,v). Afim de que possamos utilizar as técnicas de célculo diferencial ao estudo de su-
perficies vamos exigir a diferenciabilidade da funcao X. Além do mais, vamos nos restringir
ao estudo de superficies que em cada ponto admitem um plano tangente.

Definicao 1. Uma superficie parametrizada reqular ou simplesmente uma superficie é uma
aplicacao X : U C R? — R3, onde U é um aberto de R2, tal que:

a) X ¢ diferencidvel de classe C*;

b) Para todo ¢ = (u,v) € U, a diferencial de X em ¢, dX, : R? — R3, ¢ injetora.

As varidveis u, v sao os parametros da superficie. O subconjunto S de R? obtido pela
imagem da aplicacao X é denominado trago de X.

A proposicao seguinte fornece uma familia de superficies parametrizadas regulares, que
descrevem o conjunto de pontos de R? obtidos pela rotacao do traco de uma curva regular
plana em torno de uma reta deste plano que nao intercepta a curva.

Proposigao 1. Seja a(u) = (f(u), 0, g(u)),u € I C R, uma curva regular tal que f(u) nao
se anula. Entao, a aplicagao

X(u,v) = (f(u)cosv, f(u)senv, g(u)),

onde u € I e v € R é uma superficie parametrizada regular.

A aplicagdo X da proposicao acima é denomida superficie de rota¢ao da curva o em torno
do eixo Oz.

Agora, seja X (u, v) € U C R? uma superficie parametrizada regular. Se considerarmos
u e v com funcoes diferenciaveis de um parametro t, t € I C R, obtemos uma curva dife-
renciavel a(t) = X (u(t), v(t)) cujo traco estd contido na superficie descrita por X. Sendo
assim temos as seguintes definicoes

Definigao 2. Se X (u,v) é uma superficie parametrizada regular, dizemos que um vetor w
de R? é um wvetor tangente a X em q = (ug, vg) se w = o’ (ty), onde a(t) = X (u(t),v(t)) é
uma curva da superficie, tal que (u(tg), v(to)) = (ug, vo).

Definigao 3. O plano tangente a X em (ug, vg) é o conjunto de todos os vetores tangentes
a X em (ug, vg), que denotamos por T, X, onde g = (ug, vp).
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Definigao 4. Se X (u,v) é uma superficie e ¢ = (ug, vg), dizemos que um vetor de R* é nor-
mal a X em ¢ se é ortogonal a T, X, isto é, ¢ ortogonal a todos os vetores tangentes a X em g.

Dado um plano tangente 7;.X, existe uma unica direcao normal a esse plano e, portanto,
existem exatamente dois vetores unitarios normais a X em ¢. Daqui por diante, vamos fixar
o vetor unitario normal a X em ¢ como sendo o vetor

N(g) = X2 ().

| X x X,
Se o dominio da superficie X é um aberto U C R?, entao, variando (u,v) € U, temos uma
aplicacao diferencidvel N : U — R?, denominada aplicacio normal de Gauss, definida por

Xy x X

N(u,v) = —"(u,v
(7) |XuXXv|(7)7
cuja imagem estd contida na esfera unitaria, centrada na origem.
Para desenvolver a teoria local das superficies, temos que introduzir duas formas quadraticas:

a primeira estd relacionada com comprimento de curvas em uma superficie, angulo entre ve-
tores tangentes e area de regides da superficie e a segunda com a curvatura das curvas na
superficie.

Definicao 5. Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular, Vg € U, uma
aplicagao
I, : T,X — R
w—s L(w) = (w,w) = [wf?

¢é denominada a primeira forma quadrdtica de X em q.

Definicao 6. Seja X : U C R? — R?® uma superficie parametrizada regular. Fixado
q = (ug, vo) € U, a sequnda forma quadrdtica de X em ¢ é uma aplicacao 11, : T,X — R,
que para cada vetor w € T,X associa I1,(w) da seguinte forma: se a(t) = X (u(t), v(t)) é
uma curva diferencidvel da superficie, tal que (u(ty), v(to)) = q e &/(ty) = w, entao definimos
I1,(w) = (a"(ty), N(ug, vo)), onde N é o vetor normal a X.

Desta forma podemos introduzir o seguinte conceito
Definigao 7. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular e ¢ = (ug, vg). A funcao

curvatura normal em ¢ é uma aplicacao k, : T,X — {0} — R que, para cada vetor w € T, X
nao-nulo, associa

Podemos verificar, pelo proximo resultado, que a funcao curvatura normal admite um
maximo e um minimo, e estes valores maximo e minimo da funcao curvatura normal em um
ponto ¢, sao chamados curvaturas principais e a partir destas podemos definir curvatura de
Gauss e curvatura média.
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Proposicao 2. Sejam X (u, v) uma superficie parametrizada regular e k, a func¢ao curvatura
normal de X em ¢ = (up, vp). Entdo, existem vetores unitarios e ortogonais wy, we € T,X
tais que k1 = k,(wy) e ko = k,(ws) sdo os valores minimo e maximo da fungao k.

Com a notacao da proposicao anterior, os vetores w; e wy sao chamados vetores principais
de X em ¢ e as curvaturas k; e ko sao denominadas curvaturas principais de X em ¢q. As
direcoes de T, X determinadas pelos vetores principais sao chamadas direcoes principais.

O produto das curvaturas principais K(q) = kiko, denomina-se curvatura Gaussiana de

ky + ko
2

X em ¢ e a semi-soma de H(q) = é chamada curvatura média de X em gq.

Superficies Regradas

Uma familia (diferenciavel) a I-pardametro de retas a(t), w(t) é uma correspondéncia que
associa a cada t € I um ponto a(t) € R® e um vetor w(t) € R3, w(t) # 0, tais que ambos
a(t) e w(t) sejam diferencidveis em t. Para cada t € I, a reta L; passando por «(t) e que é
gerada por w(t) é chamada a reta da familia em t.

Dada uma familia a 1-parametro de retas «(t), w(t), a superficie parametrizada

X(t, v) =a(t)+vw(t), tel, veR,

é chamada superficie regrada gerada pela familia a(t), w(t). As retas L; sao chamadas as
geratrizes, e a a(t) é chamada uma diretriz da superficie X. A expressao superficie regrada
é as vezes usada significando o traco de X. Deve-se observar que estamos admitindo a
possibilidade de que X tenha pontos singulares, isto é, pontos (¢, v) onde X; A X, = 0.

Superficies Minimas

Uma superficie parametrizada regular que tem a curvatura média identicamente nula é
denominada surperficie minima. O traco de uma superficie parametrizada regular S C R? é
minima se cada uma de suas parametriza¢oes ¢ minima.

Para explicar a razao de usarmos a palavra minima para tais superficies, precisamos intro-
duzir a nogao de variacdo. Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular.
Escolha um domifnio limitado D C U e um funcao diferencidvel h : D — R, onde D ¢é a
unidao do dominio D e sua fronteira D. A wariagdo normal de X (D), determinada por h,
¢é a aplicacao da por,
¢:Dx (—¢,¢e) = R?
o(u, v, t) = x(u, v) + th(u, v)N(u, v), (u,v) € D, t € (—¢,¢).

Para cada t € (—¢, ¢) fixado e para um ¢ suficientemente pequeno, a aplicagio X! : D — R3?
dada por

X' (u, v) = ¢(u, v, t)

¢ uma superficie parametrizada regular.

Proposicao 3. Seja X : U — R3 uma superficie parametrizada regular e seja D C U um
dominio limitado em U. Entao X é minima se e somente se A’(0) = 0 para todo tal D e toda
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variagao normal X (D), onde a funcao diferencidvel A(t) denota a drea de X*(D).

Assim, qualquer regiao limitada X (D) de uma superficie minima é um ponto critico para
a funcio drea de qualquer variacdo normal de X (D). Deve-se notar que este ponto critico
pode nao ser um minimo e que isso faz a palavra minima parecer um pouco estranha. No
entanto, esta terminologia ¢ consagrada pelo tempo, tendo sido introduzida por Langrange

(que foi o primeiro a definir uma superficie minima) em 1760.
Resultados Principais

Teorema 1. Qualquer superficie minima de rotacdo em R? ¢, a menos de um movimento
rigido, parte de um plano ou parte de um catendide.

Teorema 2. Qualquer superficie minima regular regrada de R3 é, a menos de um movi-
mento rigido, parte de um plano ou parte de um helicoide.

5. CONCLUSOES

As superfices minimas sao talvez as superficies mais estudadas em geometria diferencial.
A teoria desenvolveu-se em um ramo rico da geometria diferencial, no qual questoes interes-
santes e nao-triviais ainda estao sendo investigadas.

Deixamos a iniciativa do estudo dessas classes de superficies que sao muito amplas, ex-
tensas e bastante interessantes. H4 uma grandiosidade de possibilidades e aprofundamentos
no assunto. E este tema possui aplicagoes em varias areas do conhecimento que nao sao
exclusivamente matematicas.
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