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1. INTRODUCAO

O estudo das superficies minimas vem sendo desenvolvido a mais de dois
séculos, despertando o interesse de varios matematicos ao longo deste periodo.
Historicamente Lagrange que deu inicio a este estudo, quando introduziu a nogao de
superficies minimas em 1760. Outros grandes matematicos como Weierstrass,
Meusnier, entre outros, também deram sua contribuicao.

Nosso objetivo neste trabalho € fazer uma classificagdo das superficies que séo
minimas e com caracteristicas especiais, como minima e regrada, € minima de
revolugao.

2. METODOLOGIA

Analise do problema proposto;

Levantamento da bibliografia utilizada;

Estudo individual e reuniées semanais com o orientador.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

O estudo de superficies minimas deu-se inicio em 1760, com Lagrange, onde ele
considerava superficies em R>, como grafico de fungdes de classe C?, z = f(x,y).
Temos que uma condicdo suficiente para tais superficies serem minimas, € que a
equacao diferencial abaixo tem que ser satisfeita.

(1) Fad1 +£,2) = 2 £ f, fiy + fy(1 + £%) = 0

Sabemos que as superficies minimas tem curvatura média H = (k1 + k2 ) /2 nula,
onde k¢ e ky sdo as curvaturas principais para obter a equacgao (1) basta calcular a
curvatura média de z = f(x,y) e fazer H = 0.

Meusnier obteve exemplos de superficies minimas com propriedades especiais,
como superficies cujas curvas de niveis sao reta. Faremos aqui, um resumo de tal
demonstragao.

Observamos que tais curvas sdo dadas implicitamente pela equacéo, f(x,y) = c, e
sua curvatura pode ser calculada por:

K = (o £, + 2 Fi £y fiy - fyy £2)/ |grad f°
Assim, reescrevendo a equacgao (1), obteremos:

foc +fy = k |grad ff°



Se as curvas de niveis sao retas, entdo k = 0, e f € uma funcdo harmonica, isto é,
satisfaz a equacéao de Laplace.

A solucao para esta equacao, considerando que f satisfaz a equacéao (1), € dada por:
f(x,y) = A arctg[(y-yo)/(x-xo)] + B

onde A, B, X0 , € yo sao constantes. Fazendo algumas mudancas de variaveis,
facilmente verificaremos que localmente tal superficie é parte de um plano ou parte de
um helicoide dado por.

X - Xg= U COS V
Yy -yo =usenv
z—B = Av.

Outra superficie minima classica é o catendide, pois este e o plano, a menos de
movimentos rigidos, s&o as unicas superficies minimas de revolugdo. Tais superficies
podem ser obtidas rotacionando em torno do eixo x, no caso do plano, uma reta
perpendicular ao eixo X, € no caso do catendide, rotacionando a catenaria, cuja
parametrizagao € dada por:

a(x) = (x, acosh( x/a + b)).

O catendide tem parametrizagao dada por:
X(u,v) = (u, acosh(x/a+b)cosv, acosh(x/a+Db)senv).

No mesmo trabalho, provamos que qualquer superficie minima e de revolugao é
o plano ou o catendide.

Por final em nosso trabalho provamos um dos principais resultados em
superficies minimas, que se a superficie for minima e folheada por reta, esta superficie
sera o plano ou helicoide. Note que a demonstracao feita acima é para superficies que
sdo graficos de fungdes, o estudo envolve um caso mais geral de superficies em R® .

Para tal demonstracdo pode ser obtida se considerarmos uma superficie M em
R®, parametrizada localmente por:

X(s,t) = a(s) + t B(s)

onde a(s) € uma curva perpendicular as retas de M e [(s) descreve um campo de
vetores unitarios ao longo de a nas dire¢des das retas que interceptam a(s).
Seguindo com tais raciocinios chegaremos que a curva a(s) € uma hélice circular
dada pela parametrizacao:
a(s) = ( A cos(as), A sen(as), bs),



onde A, a e b sdo constantes reais, como (3 é paralelo a a”, 3(s)= (cos(as), sem(as), 0),
fazendou = A +t e v = s obteremos que a superficie X(s,t) tera a parametrizacdo dada
por:

X(u, v) = (u cos(as), u sen(as), bv)

Portanto, M é um pedaco de um helicéide.
4. CONCLUSAO

Apesar do estudo de classificagado de superficies ser algo antigo, ainda hoje tal estudo
gera muita discusséao, pois ainda se tem problemas em abertos e publicagbes recentes,
como o de Meeks e Rosenberg, que em 2003 mostraram que, exceto o plano, o
helicbide é a unica superficie minima completa que € simplesmente conexa e
propriamente mergulhada em R®.
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