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1. Introducao

Neste trabalho, o problema de otimizacao a ser estudado ¢é o seguinte:

min f(z 1

min f (x) (1)
onde f é uma funcgao real. Vamos apresentar solugoes através de métodos classicos
como método do Gradiente, método de Newton e métodos de direcoes conjugadas.

2. Metodologia

A metodologia adotada foi a seguinte:

i) Levantamento bibliografico sobre o assunto;

i1) Reunibes semanais e seminarios;

i11) Investigagdo dos conceitos basicos da andlise convexa, dlgebra linear e
analise numérica.

3. Resultados e discussoes

Seja f: R® — R, f € C*. Visto que o gradiente aponta na direcio de maior
crescimento da fung¢ao no ponto, o método do gradiente procura em cada ponto
caminhar na diregao oposta ao gradiente, —V f(x). De um ponto zy, efetuaremos
uma busca linear pesquisando ao longo da direcao do negativo do gradiente,
—V f(xy), pelo ponto minimo nessa reta, esse minimo sera xyy1, ou seja, dado o
ponto xj; temos que:

Tp1 = Tk — MV f () (2)

onde Ay > 0 minimiza f(z — AV f(xy)). Pelo teorema de convergéncia global,
se a sequéncia {xj} ¢é limitada, terd pontos de limite e cada um deles sera uma
solucao. Basta investigarmos entao se existe tal limite.

Teorema 1. Seja f : R® — R, f € C% Seja 2* € R™ um minimizador local
de f, tal que a matriz H(z*) seja definida positiva. Se {xy} € uma sequéncia
gerada pelo método do gradiente que converge para x*, entao a sequéncia { f(xy)}
A—qa\?
A+a)

converge linearmente a f(x*) com taza de convergéncia nao superior a (
Onde a e A sdo o menor e o maior autovalores de V?f(xy,).



O método do gradiente se baseia em aproximagoes lineares, ou de primeira
ordem, de Taylor a f. O método de Newton estende a idéia aproveitando aprox-
imacoes quadraticas a f. Perto de um ponto zj, podemos aproximar f pela
expansao truncada de Taylor por

falz) = flar) + Vf(z) (x — a) + %(ﬂf — ) H () (2 — @) (3)

onde H(x;) é a matriz hessiana V2 f(x},).

Por ser uma condicao suficiente, assumiremos que em um ponto de minimo
relativo z*, a matriz hessiana, H(z*), é definida positiva e Vf(z*) = 0. E entao,
as condigoes de ponto minimo de (3) induzem o processo de iteragdo de Newton:

LTet+1 = Tk — H_l(xk)Vf(xk)

Teorema 2. Seja f € C? em R™, e assuma que num ponto de minimo local z*,
a hessiana H(x*) € definida positiva. Entdo se iniciado suficientemente perto de
x*, 0s pontos gerados pelo método de Newton convergem para x*. A ordem de

convergéncia € pelo menos dois.

O método de Newton garante uma étima convergéncia, no entanto é grande o
nimero de cédlculos e armazenagem de dados. Os métodos de dire¢oes conjugadas
foram desenhados para acelerar o raio de convergéncia do método do gradiente
e, ao mesmo tempo, diminuir o trabalho requerido no método de Newton. O
método foi primeiramente desenvolvido para o problema quadratico e depois é
estendido ao caso geral.

Definicao 1. Dada uma matriz simétrica ), dois vetores dy e dy sdo ditos Q-
ortogonais, ou Q-conjugados, se dT Qdy = 0.

Teorema 3. (de diregcédes conjugadas para o caso quadrdtico)
Seja {d;}~, um conjunto de vetores @Q)-conjugados. Para qualquer r; € R™, a
sequiencia {xy} que € gerada conforme

T+l = T + /\kdk y k Z 0 (4)
T
_gkdk:
k d{Qdk; onae gg ka ( )

converge para solucao unica, r*, de Qx = b apos n iteracoes, isto €, x* = x,.

O préximo teorema se refere ao método dos gradientes conjugados (M.G.C.)
para o caso quadratico, que consiste em construir as dire¢oes conjugadas a partir
dos gradientes, aplicando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidst.



Teorema 4. As direcoes conjugadas geradas pelo M.G.C. sao dadas por:

do = —9o
dk:_gk+ﬂkdk7k:177n_1

_ g,?gk
My = 7
9k _19k—1

Além disso, o método termina com uma solugao otima apos n iteragoes.

No entanto, se a fungao objetivo nao é quadratica, o método ja nao converge
necessariamente em um nimero finito de passos. E para adapta-lo ao caso geral,
vamos reinicia-lo a cada n iteragoes: Este é o método de Fletcher - Reeves,
cujo algoritmo executa o método do gradiente de n em n passos, e por isso sua
convergéncia é garantida.

4. Conclusao

O método do gradiente é muito mais simples de ser implementado, porém de
convergéncia muito lenta. O método de Newton é de implementacao muito mais
complicada por envolver o gradiente e a matriz hessiana da funcao, porém de
convergéncia quadratica. Surge dai, a idéia de métodos intermedidrios, como o
método dos Gradientes conjugados que tenta melhorar a convergéncia do método
do Gradiente e diminuir os calculos de matrizes inversas do método de Newton.
Estes métodos sao baseados em propriedades da funcao quadratica e por isso
convergem em um numero finito de iteragoes para este caso. Como o método do
gradiente nao tem essa forte propriedade espera-se que quando estendido ao caso
geral, o método dos gradientes conjugados também convirja mais rapido que o
primeiro.
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